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Meridiankonstruktion rotierender Werkzeuge zur Herstellung 
von Schraubenflichen* 


Von 
G. Jauch, Stuttgart 
Mit 23 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Fiir die in der Technik vorkommende Aufgabe, eine bestimmte Schrauben- 
flache aus einem Werkstiick — unter Umstanden mit sehr hoher Genauigkeit — herauszuarbeiten, 
haben besondere Bedeutung die Bearbeitungsverfahren erlangt, die sich rotierender Werkzeuge 
bedienen (z. B. Frasen und Schleifen). Die Konstruktion des dazu erforderlichen Werkzeuges ist 
in erster Linie ein geometrisches Problem. Zur Liésung sind im wesentlichen zwei Methoden — 
Normalen- und Parallelkreisverfahren — bekannt, die geometrisch und analytisch ausgewertet 
werden kénnen. Die Rechnung fiihrt — von einfachen Spezialfallen abgesehen — auf eine trans- 
zendente Gleichung, die fiir jeden Eingriffspunkt zu lésen ist. Da die Rechnung, die ziemlichen — 
Aufwand erfordert, erst nach einer vorausgegangenen geometrischen Behandlung erfolgreich 
einsetzen kann, ist es winschenswert, ein moglichst einfaches zeichnerisches Verfahren zu besitzen, 
das bei hoher Genauigkeit nur wenig Zeichenarbeit erfordert. 

Es wurde ein neuer Weg zur zeichnerischen Lésung gefunden, der sich auf einfache kinematische 
Tatsachen sttitzt, mit denen sich das Problem in kotierter Projektion behandeln laBt. Auf diesem 
Wege gelang es, sowohl das Normalen- als auch das Parallelkreisverfahren wesentlich zu ver- 
einfachen und abzukiirzen. 

Es konnte ferner eine einfache hinreichende Bedingung fiir die Lage der Werkzeugachse 
(Drehflachenachse) angegeben werden, welche die Existenz von solchen Drehflaichen sichert, 
durch die jeweils die gesamte Schraubenfliche erzeugt werden kann. 

Die Durchfiihrung der neuen zeichnerischen Verfahren wurde an einem Beispiel erlautert. 


I. Einleitung 


Die in der Technik vorkommende Aufgabe, eine bestimmte Schraubenflache aus 
einem Werkstiick — unter Umstianden mit sehr hoher Genauigkeit — herauszuarbeiten, 
stellt ein wichtiges Problem der spangebenden Fertigung dar (vgl. Abb. 1 und 2). 
Besondere Bedeutung haben dabei die Bearbeitungsverfahren erlangt, die sich rotie- 
render Werkzeuge bedienen (z. B. Frasen und Schleifen). Ist eine Schraubenflache 
von vorgeschriebener Form mit Hilfe eines solchen Verfahrens aus einem Werkstiick 
herauszuarbeiten, so ist die Konstruktion des dazu erforderlichen Werkzeuges in erster 
Linie ein geometrisches Problem: 

Die herzustellende Schraubflache [©] (Achsea, Ganghéhe h) sei durch eine auf ihr 
liegende Kurve (#) — Erzeugende genannt — gegeben. Gesucht ist der Meridian der 
von den Schneiden des rotierenden Werkzeuges iiberstrichenen Drehflache [|] (Achse 5), 
wobei 6 passend zu wahlen ist. 


* Die vorliegende Arbeit wurde von der Technischen Hochschule Stuttgart als Dissertation 
genehmigt. Sie wurde am Lehrstuhl fiir Darstellende Geometrie und angewandte Mathematik 
an der T. H. Stuttgart durchgefihrt. Herrn Prof. Dr. rer. techn. O. Baier spreche ich hiefir 
und fiir seine wertvollen Ratschlage bei ihrer Fertigstellung meinen besonderen Dank aus. Ebenso 
danke ich meinem verehrten Lehrer Herrn Prof. Dr.-Ing. A. Ehrhardt fiir sein freundliches 
Interesse an der Arbeit. 
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Bei der Bearbeitung stehen in jedem Augenblick Werkzeug und Werkstiick im 
,,.Eingriff“, d. h. die Schraubfliche [®] und die Drehfliche [¥] beriihren sich lings 
einer Kurve (Q), die Eingriffslinie genannt wird. Die Drehflache [¥%] entsteht durch 


Abb. 1. Lauferpaar eines Schraubenverdichters. Abb. 2. Bearbeitung des Hauptdrehkolbens 
(Mit freundlicher Genehmigung der Gutehoff- eines Schraubendrehkolbenverdichters. (Mit 


nungshitte Sterkrade AG.) freundlicher Genehmigung der Aerzener Ma- 
schinenfabrik GmbH.) 


Rotation der Eingriffslinie (Q) um die Achse 6 der Drehflaiche. Zur Konstruktion von 
(Q) bzw. [¥] sind im wesentlichen zwei Methoden bekannt1—’, die den Meridian der 
Drehflache [¥] punkt- und tangentenweise liefern: 


1. Normalenver fahren 


Da die Flachen [©] und [¥] in jedem Punkt ihrer Beriihrlinie (Q) eine gemein- 
same Normale haben, ist ein Eingriffspunkt @ dadurch gekennzeichnet, daB die zuge- 
horige Schraubflachennormale n die Drehflachenachse 6 trifft. 


2. Parallelkreisverfahren 


Jeder Schnitt 6 normal zur Drehflachenachse b schneidet die Drehflache [¥] in 
einem Parallelkreis (K) und die Schraubflache [©] in einer Kurve (C). (C) und (K) 


+ E. Stibler: Das Fraésen von Schraubengewinden. Z. Math. Phys. 57, 271—279 (1909). 

* E. Stibler: Geometrische Probleme bei der Verwendung von Schraubenflichen in der 
Technik. Z. Math. Phys. 60, 244—274 (1912). 

3 Th. Schmid: Darstellende Geometrie, II. Bd., S. 281 ff. (Sammlung Schubert 66, Berlin 
und Leipzig 1921). 

4 O. Baier: Konstruktion eines Frisers, der eine gegebene Schraubenflache erzeugt. Z. angew. 
Math. Mechan. 14, 248—250 (1934). 

5 J. Heisig: Die Profilermittlung des Formfrasers fiir das Frasen von Spiralnuten. Diss. © 
T. H. Wien 1951. 

6 W. Wunderlich: Geometrische Grundlagen fiir das Frisen von Schraubnuten I. Osterr. 
Ing.-Arch. 6, 315—326 (1952). 

7 KF. Hohenberg: Konstruktive Geometrie fir Techniker, S. 173ff. Wien: Springer-Verlag. 
1956. 
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miissen sich in einem Punkt Q der Eingriffslinie (Q) beriihren (ist diese Bedingung 
nicht erfiillbar, so existiert in der Ebene 6 kein Hingriffspunkt Q). 


Bei den Normalenverfahren — das sind solche, die die unter I, 1 genannte Figenschaft 
zur Konstruktion beniitzen — wird zunichst zu einem bestimmten Punkt P der auf [D] 
liegenden Erzeugenden (#) derjenige Eingriffspunkt Q bestimmt (falls ein solcher exi- 
stiert), der diesen Punkt P (im Sinne von I, 1) aus dem Werkstiick herausarbeitet. Ist 
die Kingriffslinie (Q) durch eine geniigende Anzahl solcher Punkte Q und ihrer Tan- 
genten ermittelt, so erhalt man durch Rotation der Eingriffslinie (Q) um die Achse b — 
wie oben dargelegt wurde —- die Drehflache [Y] und damit auch ihren Meridian. Jedem 
Punkt P der Erzeugenden (£) ist somit ein ganz bestimmter Punkt des Meridians 
zugeordnet, und man hat die Gewahr, da das Werkzeug die gewiinschte Schraub- 
flache [©] mathematisch (d. h. im Sinne von I, 1) herausarbeitet; praktisch kann jedoch 
unter Umstanden sogenannter Unterschnitt auftreten (d. h. aus [©] wird stellenweise 
zuviel herausgearbeitet). Es ist ein Nachteil der Normalenverfahren, daB etwaige 
Unterschnitte nicht unmittelbar erkennbar sind. (Unterschnitt infolge Selbstiiber- 
schneidung des Meridians ist allerdings unmittelbar ersichtlich.) 

Bei dem Parallelkreisverfahren wird in einem zur Drehflachenachse 6 normalen 
Schnitt 6 der Abstand o des Eingriffspunktes Q von der Achse b direkt als Radius des 
Parallelkreises (K) gefunden. Trotzdem ist die Konstruktion viel zeitraubender als 
das Normalenverfahren von O. Baier (vgl. Abschnitt II). Um zu sehen, ob beim Paral- 
lelkreisverfahren wirklich die ganze Schraubflaiche [®] aus dem Werkstiick heraus- 
gearbeitet wird, ist es unter Umstianden erforderlich, mit Hilfe der Eingriffslinie (Q) 
zu kontrollieren, ob von der Gesamtheit der Beriithrpunkte Q auf (Q) beim Verschrau- 
ben auch die ganze Lange der — auf [®] liegenden — Erzeugenden (£) iiberstrichen 
wird. Jedoch ist es ein offensichtlicher Vorteil, da38 man unmittelbar sieht, ob ein 
Parallelkreis von [¥] zu Unterschnitt fiihrt oder nicht. Kein Unterschnitt entsteht, 
wenn (C) und (K) sich beritthren und keine Punkte von (C) innerhalb (K) liegen; Unter- 
schnitt tritt auf, wenn es Punkte von (C) gibt, die innerhalb (K) liegen. 

Die oben skizzierten Verfahren kénnen zeichnerisch und rechnerisch ausgewertet 
werden. Die Rechnung fiihrt — von einfachen Spezialfallen abgesehen — auf eine 
transzendente Gleichung, die fiir jeden Eingriffspunkt zu losen ist*. Zur genauen 
Ermittlung des Drehflaichenmeridians empfiehlt es sich, die zeichnerisch gefundenen 
Werte mit Hilfe eines auf die transzendente Gleichung angewandten Iterationsver- 
fahrens auf die technisch geforderte Genauigkeit zu verbessern. Da auch die Rechnung 
erst nach einer vorausgegangenen geometrischen Behandlung erfolgreich einsetzen 
kann, ist es wiinschenswert, ein méglichst einfaches zeichnerisches Verfahren zu besitzen, 
das nur wenig Zeichenarbeit erfordert. 

In der vorliegenden Arbeit wird ein neuer Weg zur zeichnerischen Loésung der ein- 
gangs geschilderten Problemstellung dargelegt. Er griindet sich auf einfache kine- 
matische Tatsachen, mit denen sich das Problem leicht in kotierter Projektion behan- 
deln 1aBt. Auf diesem Wege gelingt es in einfacher Weise, sowohl das Normalen- als auch 
das Parallelkreisverfahren in der Durchfiihrung wesentlich abzukiirzen. Als Grund- 
lage fiir die spater zu entwickelnden Konstruktionen seien die dazu beniitzten kine- 
matischen Tatsachen im Abschnitt III in der spater zu verwendenden Form voraus- 
geschickt. Im Abschnitt IV bzw. V erfolgt dann die kinematische Behandlung des 
Normalen- bzw. Parallelkreisverfahrens. Der Abschnitt VI ist der Wahl der Achse b 
gewidmet. Im Abschnitt VII werden die neuen zeichnerischen Verfahren an einem 


Beispiel erlaiutert. 


* S. FuBnoten 2, 5 und 6, S. 2. 


4 G. Jauch: 


Il. Bekannte Normalenverfahren 


1. Vorbemerkungen 


Die auf der Schraubfliche [®] liegende Erzeugende (#) habe im Punkt P die 
Schraubflachennormale x. Wird die Normale 7» lings der Bahnschraubenlinie des Punk- 
tes P verschraubt, so gelangt sie auch in eine Lage 7, in der sie die Drehflachenachse b 
in einem Punkte 7 trifft’. In dieser Lage ist der NormalenfuBpunkt auf [®] der zu P ge- 
hérende Eingriffspunkt Q. Dem Punkt P ist aut 
der Drehflache [¥] ein Kreis (K) zugeordnet, der 
durch Rotation von Q um die Achse 6b entsteht. 
Die aus ihrer Ausgangslage um den Schraub- 
winkel y in die Lage » verschraubte Schraub- 
flachennormale werde mit m bezeichnet. n und b 
spannen eine Ebene « auf, in der Q den auf [¥] 
gesuchten Punkt des Meridians darstellt und 
die verschraubte Normale » Meridiannormale 
ist (vgl. Abb. 3). 

Wie man sieht, besteht demnach die Haupt- 
aufgabe im Aufsuchen der Lage bzw. in der 
Ermittlung des zu ihr gehdrenden Schraub- 
winkels y. Man kann auch umgekehrt n fest- 
halten und die Achse 6 in eine Lage 6 ver- 
schrauben, in der sie die Schraubflachennormalen 
in einem Punkt 7 trifft. Wird b dabei um den 
Schraubwinkel g verschraubt, so besteht der 
Zusammenhang y = —y. 


2. Das Normalenverfahren von O. Barer 


Bei diesem Verfahren bleibt die Schraubflachennormale n fest, und die Achse b 
wird so weit verschraubt, bis sie n trifft. O. Baier geht dabei so vor, dal} er die von b 
bei der Schraubung itiberstrichene Regelschraubflache [0] mit n zum Schnitt bringt 
und dadurch den Treffpunkt 7 findet. Will man fiir verschiedene Punkte der Erzeu- 
genden (Z) die Kingriffspunkte ermitteln, so sind demnach die verschiedenen Schraub- 
flachennormalen stets mit derselben Flaiche [9] zu schneiden. Dazu wird die kotierte 
Projektion herangezogen, wobei die Schraubachse a senkrecht zur Grundriftafel 
angenommen wird. —- In der kotierten Projektion ist ein Punkt P durch seinen Grund- 
ri8 P’ und die Angabe seiner Hohe z, (als Kote y) tiber der GrundriBebene bestimmt. 

Die Hohenlinien der Regelschraubfliche [9] kann man in einfacher Weise durch 
Verschrauben ihres Querschnittes erhalten. O. Baier zeichnet diese Querschnitts- 
kurve — eine Kreisevolvente — auf Klarpapier und erhalt die einzelnen Hoéhenlinien 
von [@] durch Drehung dieses Klarpapiers (System S,) um den Punkt a’ der festen 
GrundriBtafel (System §,). Zundchst liege die Querschnittskurve als Hdéhenlinie 0 
in der Grundrifebene. In dieser Ausgangslage wird auf S, um a’ eine gleichmafig unter- 
teilte Kreisskala angebracht, deren Marke 0 sich mit einer in S, festen Ablesemarke 
deckt. Bei der Bezifferung wird — von der Marke 0 im mathematisch positiven Sinn 


8 Im Abschnitt VI wird gezeigt, wie man die Drehflichenachse ) wihlen kann, damit stets 
eine solche Lage n existiert. Gibt es zu einem bestimmten Punkt P mehrere Lagen n, so wahlt 
man zweckmafig diejenige, die der Ausgangslage am nichsten ist. 

9 §. FuBRnote 4, S. 2. 

10 §. FuRnote 6, S. 2. 
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ausgehend — an der Stelle ~=— — die Marke v angeschrieben. Dadurch erreicht man 


folgendes: Wird das System S, so weit um a’ gedreht, bis die Marke y iiber der in S, 
festen Ablesemarke erscheint, so stellt die in S, gezeichnete Querschnittskurve in der 
kotierten Projektion die in der Hohe z, (Kote v) liegende Héhenlinie » von [@] dar. — 
Ist die (in S, gezeichnete) GrundriBprojektion n’ der Schraubflachennormalen n 
graduiert (d. h. ist auf nm’ die Skala der Koten angebracht), so ist das Klarpapier so 
weit zu drehen, bis die auf ihm gezeichnete Querschnittskurve auf n’ dieselbe Marke 
(Kote) anzeigt wie die in S, feste Ablesemarke auf der Kreisskala. Wird z. B. auf beiden 
Skalen gleichzeitig die Marke yw angezeigt, so hei®t das, die Querschnittskurve stellt 
in diesem Augenblick eine Héhenlinie ;« von [9] dar und schneidet n in der Hohe vw. 
Dieser Schnittpunkt existiert damit nicht nur in der kotierten Projektion, sondern 
auch im Raum. Er ist der gesuchte Schnittpunkt von n mit [9], also der Punkt 7’, in 
dem die verschraubte Drehflachenachse ) die Schraubflachennormale n trifft. Jetzt 
verschraubt man die Achse 6 in ihre Ausgangslage zuriick und nimmt dabei die mit 
ihr im Punkt 7 fest verbunden zu denkende Normale n mit. Den auf der Drehflache [WY] 
gesuchten Eingriffspunkt Q erhalt man als den auf der Schraubflache [®] liegenden 
FuBpunkt der so mit der Drehflachenachse verschraubten Normalen. Die Normale 
selbst stellt in dieser Lage fiir den durch Q gehenden Meridian von [¥] die Meridian- 
normale dar. 


3. Das Normalenverfahren von W. Wunderlich? 


Bei diesem Verfahren bleibt die Drehflichenachse ) — die parallel zur AufriBebene 
angenommen wird — fest, und die Schraubflachennormale n wird in eine Lage n ver- 
schraubt, in der sie } trifft. Die Schraubachse a stehe wieder senkrecht auf der Grund- 
riBebene. Der Treffpunkt 7’ von » mit 6 wird als DurchstoBpunkt der Achse b mit der 
durch Verschraubung von n erzeugten Regelschraubflache [2] gefunden. W. Wunder- 
lich zeichnet dazu in der durch 6 gelegten zweitprojizierenden Hilfsebene o die Schnitt- 
kurve (S) von [2] mito. Der Schnitt dieser Kurve (S) mit der ebenfalls in o liegenden 
Achse b ergibt den Treffpunkt 7’, in dem die verschraubte Normale n die Drehflichen- 
achse 6 trifft. Der auf [®] fiepende Fu8punkt der Normalen n ist der gesuchte Eingriffs- 
punkt Q. 


4, Bemerkungen 


Das Verfahren von O. Baier hat den groBen Vorteil, da&8 man mit einer einzigen 
auf Klarpapier gezeichneten Kurve beliebig viele Meridianpunkte von [¥Y] konstruieren 
kann. Bei einer etwaigen Verlegung der Achse ) muf allerdings eine ganz neue Quer- 
schnittskurve gezeichnet werden, da sich mit der Achse 6 auch die von ihr erzeugte 
Regelschraubflache andert (eine Verlegung der Achse b auf der von ihr bei der Schrau- 
bung erzeugten Flache [@] fiihrt zu keinem neuen Ergebnis und stehe daher nicht zur 
Diskussion). Verlegt man die Achse } aber so, daf sie nur in Richtung der Schraub- 
achse a parallel zu sich selbst verschoben wird, so kann man die auf das Klar- 
papier (System S,) gezeichnete Querschnittskurve beibehalten, wenn man die im 
System S, liegende Ablesemarke entsprechend verlegt. 

Das Verfahren von W. Wunderlich hat den Vorteil, da bei Verlegung der Achse b 
— sofern sie nur in der Hilfsebene o erfolgt — die Kurven (8) nicht neu zu zeichnen 
sind, dagegen ist zur Konstruktion jedes einzelnen Meridianpunktes von [¥] eine 
andere Kurve (S) erforderlich. 


1D = 5 i zy ist der Schraubparameter (reduzierte Ganghoéhe). Bei einer Rechtsschraube sind 


p und h <0, bei einer Linksschraube sind p und h <0. 
12 §. FuGBnote 6, 8. 2. 


6 G. Jauch: 


Bei beiden Verfahren braucht man den Treffpunkt 7 baw. 7 unmittelbar zur 
Konstruktion. Ist er auf der Zeichnung unzuginglich — was leicht vorkommen kann —, 
so erfordern diese Verfahren erheblichen Mehraufwand. Im Abschnitt IV wird ein Ver- 
fahren angegeben, bei dem dieser Nachteil nicht auftritt. 


Ill. Kinematische Vorbetrachtung 


Abb. 4 


1. Die Kreisevolventenbewegung 


Wird das ebene System S, gegen das ebene System S, in der Ebene von S, so be- 
wegt, daB die Gerade g von S, auf dem Kreis (R) von S, ohne zu gleiten abrollt, so 
beschreibt jeder Punkt des Systems S, gegeniiber dem System S, eine Kreisevolvente, 
und zwar eine gespitzte, wenn er auf g liegt, eine geschlungene, wenn er beziiglich g auf 
der gleichen Seite wie (#) liegt, und eine gestreckte, wenn er auf der () gegenitiber- 
liegenden Seite von g liegt. Bekanntlich ist g die Gangpolbahn und (#) die Rastpolbahn. 
Der jeweilige Berithrpunkt von Gang- und Rastpolbahn — in Abb. 4 mit 12 bezeichnet 
— wird momentaner Drehpol oder kurz Momentanpol genannt. 

Mit S, und S,’ seien zwei verschiedene Lagen des bewegten Systems bezeichnet 
(vgl. Abb. 5). Der Momentanpol in der neuen Lage S,’ sei 12’. Die Lage S,’ hatte auch 
auf folgendem Weg erreicht werden konnen: 


Schritt 1: Drehung von S, um den Winkel y, Drehpunkt MV, 

Schritt 2: Vorschub s=r y von S, langs g’ (der vom jeweiligen Momentanpol auf der 
Gangpolbahn durchlaufene Weg ist betragsgleich dem auf der Rastpolbahn durch- 
laufenen Weg r ¢). 


Drehwinkel y (Schritt 1) und Vorschub s (Schritt 2) sind dabei einander propor- 
tional. In Abb. 5 ist die Bahn des Punktes O, fiir die beiden Schritte strichpunktiert 
eingezeichnet. Beim Abrollen bewegt sich aber der Punkt O, auf einer anderen Bahn — 
naémlich einer Kreisevolvente — in die Lage O,', weil beide Schritte gleichzeitig und 
nicht nacheinander ablaufen. 


2. Die Zykloidenbewegung 


Sie ergibt sich als Umkehrbewegung [die Gangpolbahn g wird zur Rastpolbahn, 
und die Rastpolbahn (R) wird zur Gangpolbahn] der Kreisevolventenbewegung, d. h. 
jeder Punkt des Systems S, beschreibt gegeniiber dem System S, eine (gemeine) 
Zykloide, und zwar eine gespitzte, wenn er auf (R) liegt, eine geschlungene, wenn er 
auBerhalb (£) liegt, und eine gestreckte, wenn er innerhalb (R) liegt. 
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4 Die neue Lage S,' (vgl. Abb. 6) hatte wiederum durch zwei Schritte erreicht werden 
onnen: 


Schritt 1: Vorschub s=rq von S, langs g, 
Schritt 2: Drehung von 8, um den Winkel y, Drehpunkt M’. 


Im folgenden kommt es nur auf die relative Bewegung der Systeme S, und S, an. 
Ks ist daher gleichgiiltig, von welchem der beiden Systeme aus die Bewegung betrachtet 
wird. Man kann das eine oder andere System als Bezugssystem wahlen, und die Be- 
wegung wird der getroffenen Wahl entsprechend eine Kreisevolventen- oder eine 
Zykloidenbewegung sein. 


IV. Kinematische Behandlung des Normalenverfahrens 


Zunachst sei angenommen, die Achse b sei in die Lage 6 verschraubt, in der sie 
die im Punkte P von (#) gegebene Schraubflichennormale x im Punkte 7 trifft 
(vgl. Abb. 7; die Schraubachse a liege normal zur 
GrundriBebene, die Ausgangslage der Achse 6 
parallel zur AufriBebene). 

Schneiden sich » und 6 in einem Punkt 7’, so 
miissen in der kotierten Projektion n’ und b’ im 
Punkt 7” gleiche Koten haben. Folglich kann man, 
um die Lage } zu finden, b so weit verschrauben, 
bis im kotierten GrundriB gleiche Koten von n’ 
und b’ zur Deckung kommen. Dazu braucht man 
den graduierten GrundriB n’ von nm und den je- 
weiligen graduierten Grundri8 6’ verschiedener 
Schraublagen von b. Die Graduierung von n’ und 
der Ausgangslage b’ der Achse 6b bietet keine 
Schwierigkeiten. Beim Verschrauben der Achse 0b 
andert jedoch jeder ihrer Punkte seine Hohe. Jede 
Schraublage von b erfordert also eine neue Graduie- 
rung. Der Neigungswinkel der Achse b gegen die 
GrundriBebene bleibt bei der Schraubung konstant 
und somit auch ihr Intervall (Abstand zweier auf- 
einanderfolgender ganzzahliger Koten im Grund- 
riB). Daher unterscheidet sich die Graduierung 
von 6’ in verschiedenen Schraublagen von 6 nur 
durch eine lings b’ verschobene Lage der von den 
Koten auf b’ gebildeten Skala. Die Schraubung 
von 6 laBt sich demnach in der kotierten Pro- 
jektion darstellen, und zwar durch ein System S,, f 
das 6’ enthalt und sich um den Punkt a’ des ruhen- Abb. 7 
den Systems S, dreht, und durch ein System Ss, 
das eine lineare Skala enthalt, deren Graduierung sich in der Ausgangslage (y = 0) 
mit der Graduierung von b’ deckt und langs b’ gegen das System S, einen Vor- 
schub s=s (y) ausfiihrt (vgl. Abb. 8). Die Funktion s=s (~) (Zwanglaufbedingung der 
drei Systeme) muB so beschaffen sein, daB die Skala von S; fiir jeden Schraubwinkel p 
die Graduierung der Achse b’ ergibt. Bei der Schraubung der Achse 6 um den Winkel 
andert jeder ihrer Punkte seine Héhe um 4 z= p¢. Zwei auf b liegende Punkte O und X 
haben diese Héhendifferenz (vgl. Abb. 9). Da nach der Schraubung um den Winkel p 
der Punkt O diejenige Kote besitzt, die vorher dem Punkt X eigen war, entspricht 
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X’ O' dem Langsvorschub von S3 gegen S, und man entnimmt der Abb. 9 


s=Az-tg y=po:tgy (fir y + 90°). 
Die Be aero S, laBt sich auch auf einfache Weise mit nur zwei Systemen S, 


und S, erzeugen. Da * =p: tg y = const. ist, braucht man nur bei der im Abschnitt III 


beschriebenen Kreisevolventenbewegung den Rastpolbahnradius r=|p-tgy| zu 


Abb. 10 Abb. 11 


wahlen, und das System 8, fiihrt gegen das ruhende System S, die gleiche Bewegung 
aus wie vorher S, und kann somit in der kotierten Projektion die Schraubung von b 
darstellen (vgl. Abb. 10). ; 
Fir die praktische Durchfiihrung zeichnet man das ganze System S,, bestehend 
aus der graduierten Achse 6’ und der Gangpolbahn g (vgl. Abb. 11), auf ein Klarpapier 
und bewegt es iiber dem auf gewoéhnliches Zeichenpapier gezeichneten System S,, 
das die graduierte Schraubflachennormale n’ und die Rastpolbahn (R) (Kreis um a’ 
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mit Radius r= | p- tg y |) enthalt. Damit bei der Bewegung g auf (R) gleitungsfrei 
abrollt, kann man auf den beiden Polkurven g und (R) langentreue Skalen abtragen 
und wahrend der Bewegung deren gleichbezifferte Teilstriche der Reihe nach zur 
Deckung bringen, und zwar so, daB bei sich deckenden Skalenmarken y» die durch 
den Skalenpunkt » gezeichnete Normale von g durch a’ geht. Es ist zweckmabig, im 
System S, in den einzelnen Skalenpunkten die Normalen von g zu zeichnen, um mit 
ihrer Hilfe die zu diesen Skalenpunkten gehérenden Lagen von S, bequem und genay 
einstellen zu kénnen. Sobald bei dieser Bewegung gleichbezifferte Punkte von n’ 
und b’ zur Deckung kommen, ist die gesuchte Lage b’ gefunden. Der zur Lage b gehorige 
Schraubwinkel 7 ist gleich dem Winkel, um den 6’ und damit das System S, gegen die 
Ausgangslage verdreht wurde. @ ergibt sich als Zentriwinkel des vom Momentanpol 12 
auf (R) durchlaufenen Bogens. Er kann auch bestimmt werden als Winkel der beiden 
Lote 1, und 15, die von a’ auf die Ausgangslage von b’ und die Lage b’ gefallt werden 
(vgl. Abb. 11). 

Der zur Lage 6’ gehdrende Momentanpol 12 wird im allgemeinen nicht genau auf 
einem bezifferten Punkt der Skala liegen. Um die gesuchte Lage b’ jedoch trotzdem 
ohne groBen Aufwand hinreichend genau einstellen zu kénnen, kann man davon 
Gebrauch machen, daf fiir geniigend kleine Lageninderungen die vorgeschriebene 
Bewegung durch eine reine Drehung um den momentanen Drehpol angenahert wird. 

Im Abschnitt IT, 4 wurde schon erwahnt, daB unter Umstanden der Grundri8 7’ 
des Schnittpunktes 7 von n und b auf der Zeichnung unzuganglich sein kann. In diesem 
Fall ist es von Vorteil, daB bei der kinematischen Behandlung des Normalenverfahrens 
in jedem Augenblick der Schraubung die Achse b’ graduiert vorliegt. In der gesuchten 
Lage spannen die Achse 6 und die Schraubflachennormale n eine Ebene ¢ auf. Die 
Verbindungsgeraden gleichbezifferter Punkte von 6’ und n’ sind Héhenlinien von é. 
Da die Hohenlinien einer Ebene zueinander parallel sind, heiBt das, das Klarpapier 
(System S,) ist so weit zu bewegen, bis die Verbindungsgeraden gleichbezifferter 
Punkte von b’ und n’ parallel sind und somit Héhenlinien von ¢ darstellen. Der Einfach- 
heit halber wird man dazu das Kotenpaar 0 und ein weiteres Kotenpaar beniitzen. — 
Offensichtlich kann diese Methode auch angewandt werden, wenn 7” auf der Zeichnung 
zuganglich ist. Da man nur zwei Kotenpaare braucht, kann man 
sich die vollstindige Graduierung sparen. Um festzustellen, la" 
wann die Verbindungsgeraden der durch die beiden Kotenpaare | 
markierten Punkte parallel sind, ist lediglich etwas mehr Ge- 
schick erforderlich. 

Im Gegensatz zur rein mathematischen Betrachtung kom- 
men fiir die praktische Herstellung der Schraubflache [®] nur 
solche Schnittpunkte 7' in ‘Frage, die auf dem Teil der Schraub- 
flachennormalen n liegen, der aus der bearbeiteten Werkstiick- 
oberflache herausweist. Bestimmt man 7” direkt (indem man 
gleichbezifferte Punkte von b’ und n’ zur Deckung bringt), so 
wird 7” stets auf dem richtigen Normalenstiick liegen, da von 
vornherein nur dieses Stiick der Normalen gezeichnet und 
graduiert wird. Arbeitet man aber mit den zwei Kotenpaaren 
(insbesondere wenn 7” unzugianglich ist), so ist es notig, sich zu 
vergewissern, ob 7’ auf dem richtigen Teil der Normalen liegt. 

Da der Punkt P der Erzeugenden (£) fiir die Lage 6 der Dreh- Abb. 12 
flachenachse Eingriffspunkt ist, entsteht der gesuchte Parallel- 
kreis (K) von [Y] durch Rotation von P um die Achse 6. Von dem Parallelkreis (K) 
ist noch der Radius zu bestimmen sowie der Abstand m seines Mittelpunktes M von 
dem auf b festen Punkt O, der der Schraubachse a am nachsten liegt (vgl. Abb. 12). 
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Die in die Lage 6 verschraubten Punkte O und M seien mit O und M bezeichnet. 
Im Grundri8 erscheint 0’ in allen Schraublagen als Lotfupunkt des von a’ aut b 
gefallten Lotes (vgl. Abb. 11). Der Radius PM=e und die Strecke OM =m liegen 
in der von 6 und n aufgespannten Ebene ¢. Man kann daher zur Bestimmung von m 
und @ die Ebene ¢ zur GrundriBebene parallel drehen. Als Drehachse empfiehlt sich 
dazu die durch P gehende Hohenlinie von ¢«. — Parallelgedrehte Elemente sind im 
folgenden stets mit einer hochgestellten Null gekennzeichnet. — Der LotfuBpunkt 
des von P’ = P° auf die parallelgedrehte Achse b° gefallten Lotes ist der parallelgedrehte 
Mittelpunkt M° von (K). 9 und m kann man jetzt bequem ermitteln, da g= P° M° 
und m=O°M® ist. 

Fiir den in der Ebene ¢ liegenden Meridian der Drehflache [¥] ist der Punkt P 
(der beziiglich 6 Eingriffspunkt ist) ein Meridianpunkt, und die Schraubflachennormale nN 
(des Punktes P) ist seine Meridiannormale. Die parallelgedrehte Normale n° ist Meridian- 
normale des parallelgedrehten Meridianpunktes P°. 

Die Konstruktion von n° und 6° kann so erfolgen, daB man die durch P gehende 
Hohenlinie von ¢ als Achse fiir die Paralleldrehung beniitzt. Mit dem auf dieser Dreh- 
achse liegenden Punkt P= P® von n liegt auch ein Punkt von n° fest. Ebenso ist der 
auf dieser Drehachse liegende Punkt von 6 gleichzeitig ein Punkt von 6°. n° und 6° 
liegen nun fest, wenn auBer diesen beiden Punkten jeweils noch ein weiterer parallel- 
gedrehter Punkt von » bzw. b konstruiert ist. Da 7 Schnittpunkt von n und 6 ist, 
kann man 7’ paralleldrehen und hat mit 7° einen weiteren Punkt von n° bzw. 6°. 
Sind die Punkte 7 und 7° auf der Zeichnung unzuganglich, so kann man zur Kon- 
struktion von n° bzw. b° beliebige andere Punkte von ” bzw. 6 paralleldrehen. Ins- 
besondere kann der Punkt O zur Ermittlung von 6° dienen, denn O° wird auch zur 
Bestimmung von m gebraucht. (Zur Konstruktion von n° bzw. b°® sollten aber aus 
Griinden der Genauigkeit keine Punkte beniitzt werden, die nahe an der Parallel- 
drehachse liegen.) 


Verlegung der Drehflachenachse b 


Bei einer etwaigen Verlegung von b kénnen folgende Falle auftreten: 


a) Anderung des Abstandes c der Achse ) von der Schraubachse. 


Auf dem Klarpapier (System S,) braucht man nur die verlegte Achse b’ im neuen 
Abstand c einzuzeichnen. Die Graduierung von b’ bleibt — wegen y =const. — erhalten, 


ebenso der Radius 7 = |p - tg y| der Rastpolbahn (R). (Der Abstand c kann auch den 
Wert Null annehmen.) 


b) Parallelverschiebung von 6 um A z in Richtung der Schraubachse a bzw. Drehung 
von b beziiglich a um den Winkel Ag = — = 
Die auf der Rastpolbahn (R) liegende Kreisskala ist um den Winkel A p zu drehen. — 
Bei dem Verfahren von O. Baier ist in diesem Fall eine entsprechende Anderung 


notwendig, naémlich eine Drehung der in S, festen Ablesemarke um den Winkel A Y 
(vgl. Abschnitt IT, 4). 


c) Anderung des Anstellwinkels y von } gegen a. 


Fir den Radius der Rastpolbahn (R) ergibt sich — entsprechend der Beziehung 
r=|p:tgy| — ein neuer Wert. Die Achse b’ ist neu zu graduieren. Dieser Fall erfordert 
also die meisten Anderungen. Es ist jedoch von Vorteil, da es sehr einfache Anderungen 
sind. Im System S, sind auBer den Skalen nur Geraden zu zeichnen. Im System S, 
ist ein Kreis zu zeichnen und eine auf ihm liegende Skala. 
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d) Beliebige Verlegung der Achse b. 


Kine beliebige Verlegung von 6 kann man sich aus den Fallen a) bis c) zusammen- 
gesetzt denken. 


Sonderfalle 


Die aus der Abb. 9 hergeleitete Beziehung s =p - tg y wurde unter der Voraus- 
setzung y + 90° abgeleitet. Fiir den aus ihr gewonnenen Radius r= | p-tgy| der 
Rastpolbahn (R) gilt daher die gleiche Voraussetzung. Der Fall y= 90° ist demnach 
gesondert zu behandeln. Die Kotierung der Achse b wird fiir diesen Sonderfall besonders 
einfach, da 6 in jedem Augenblick der Schraubung Hohenlinie ist. Liegt die Achse } 
in der Ausgangslage (y= 0) in der Hohe 0, so hat sie nach einer Schraubung um den 
Winkel g die Hohe z=pg. 

Die Grundri8projektion 6’ liege wieder in einem auf Klarpapier gezeichneten 
System S,, das sich um den Punkt a’ der GrundriBebene (System S,) dreht (vgl. Abb. 8; 
System S, entfallt). — Man kann jetzt im System S, um a’ eine gleichmakig unterteilte 
Kreisskala anbringen, deren Marke 0 sich in der Ausgangslage (p= 0) mit einer in S, 
festen Ablesemarke deckt. Bei der Bezifferung werde — von der Marke 0 im mathema- 


tisch positiven Sinn ausgehend — an der Stelle y= =" die Marke » angebracht. Dreht 


man nun das System S, um a’, bis die Ablesemarke iiber der Marke » erscheint, so liegt 6 
— nach der dieser Drehung entsprechenden Schraubung — in der Hohe z, (Kote 7). 
Fir jede Schraublage der Achse 6 kann man demnach die Kote zu b’ auf der Kreisskala 
ablesen. — Damit ist die Aufgabe, zu der verschraubten Achse b die Kotierung zu 
finden, fiir den Sonderfall y=90° auf das Verfahren von O. Baier zuriickgefiihrt. 
(Der Querschnitt der Regelschraubflache [OQ] ist fiir y—90° die Achse 6 selbst.) 

Wird der Radius r= |p - tg y| von (R) — insbesondere fiir y nahe 90° — so groB, 
daB (R) auf der Zeichnung unzuginglich ist, so kann man an Stelle des Verfahrens 
mit zwei Systemen (vgl. Abb. 10) das Verfahren mit drei Systemen (vgl. Abb. 8) 
anwenden. 


V. Kinematische Behandlung des Parallelkreisverfahrens 


Um in einer zur Drehflachenachse b normalen Ebene 6 den Radius @ des Parallel- 
kreises (K) von [¥] zu bestimmen, mu8 zuvor die Schnittkurve (C) = 6 x [®] konstruiert 
werden. Der Radius @ folgt aus der Bedingung, daB sich (C) und (K) in einem Punkt Q 
beriihren miissen (vgl. Abschnitt I, 2). Es soll nun gezeigt werden, wie die Schnitt- 
kurve (C) in der kotierten Projektion auf einfache Weise kinematisch erzeugt werden 
kann. Der Aufri8 sei in Abb. 13 der besseren Anschaulichkeit wegen angegeben. 

Wird eine Erzeugende (#) von [®] verschraubt, so durchlauft ihr Schnitt mit 6 
die Kurve (C). Da es dabei nur auf die Relativbewegung ankommt, kann man auch — 
wie im folgenden — die Erzeugende (Z) festhalten und die Ebene 6 verschrauben. 

Der Querschnitt (S) der Schraubfliche [#] mége gegeben sein und liege in der 
Hohe z, (Kote ) [falls eine beliebige Erzeugende (Z) gegeben ist, ist es zweckmafig, 
sich zuerst (S) zu verschaffen]. In jedem Augenblick der Schraubung liegt eine Hohen- 
linie von 6 in der Hohe 2, des Querschnittes (S). Sofern sie (S) schneidet, ist dieser 
Schnittpunkt CO, ein Punkt der Kurve (C). (S) kann dabei von der Hohenlinie auch 
in mehreren Punkten C,, geschnitten werden. Sucht man den Punkt C, von (C), der 
in der Ausgangslage die Héhe z, hat, so kann man die Ebene 6 um den Schraub- 
gu — ev 

p 
die Hohe z, und wird so zu einer Héhenlinie h,. In dieser Lage liefert ihr Schnitt 
mit (S) (sofern er existiert) den gesuchten Punkt C, von (C). Da die Ebene 6 senkrecht 6 


verschrauben. Ihre urspriingliche Hohenlinie h, gelangt dabei in 


winkel y= 
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ist, kann im Grundri8 ihr GefallsmaBstab 63 und damit jede gewiinschte Hohen- 
linie h,, leicht eingezeichnet werden. a’ und (S) mégen in einem System Sa liegen, der 
GefillsmaBstab 6’ samt Lot J, von a’ auf 6’ in einem aut Klarpapier gezeichneten 
System S,. Im System S, werde auf einem Kreis um a’ mit beliebigem Radius an der 


Stelle Seer die Marke » angeschrieben (vgl. Abb. 13). Damit erreicht man 


folgendes: Deckt sich bei der Drehung von S, um a’ das Lot 1, (des Systems S,) mit der 
Kreismarke v, so wird bei der Schraubung 


te yt die urspriingliche Hohenlinie h, von 6 zu 

N nase einer Hohenlinie h,, und schneidet den in der 
Hohe z, liegenden Querschnitt (S) in einem 
Punkt C, der Kurve (C), d. h. im Grundri8 
(dargestellt durch S, und S,) schneidet hy — 
da h’, zu einer Héhenlinie h,, wird — den 
Querschnitt (S)’ im Punkt Ci, der Kurve (C)’. 
Da man sehr leicht einen ebenen Zwang- 
laufmechanismus angeben kann, der (C)’ 
kinematisch erzeugt, laBt sich die Tangente 
an (Q)' und (falls gewiinscht) der Kriim- 
mungskreis durch Anwendung eines von 
A. Reuschel angegebenen Verfahrens fin- 
den!*, Der Mechanismus dazu bestehe auBer 
den beiden Systemen S, und S, noch aus 
zwei weiteren Systemen S, und 4. Das 
System S, besteht aus einer Geraden (vgl. 
Abb. 14). Es bewege sich senkrecht gegen S,, 
und zwar so, daB die Gerade im System S, 
stets die Héhenlinie h, der verschraubten 
Ebene 6 darstellt. Der dafiir nétige Langs- 
vorschub s (vgl. Abb. 14) folgt aus der fiir 
die Abb. 9 hergeleiteten Beziehung s=pqm-tgy, wenn man s durch —s (entgegen- 
gesetzte Richtung) und y durch 90°+ y (Winkel z, 6) ersetzt, zu s= pq - ctg y (Zwang- 
laufbedingung der drei Systeme). Das System S, bewege sich so parallel S3, da sein 
Punkt C;, einerseits entlang (S)’ und andererseits entlang der Geraden von S, wandern 
kann. Der Punkt C, von 8, beschreibt dann im System S, die Kurve (0)'. Die Bahn- 
normale in einem beliebigen Punkt C{, von (C)’ ist gleich dem von C’ nach dem 
Momentanpol 24 gezogenen Polstrahl. Den Momentanpol 24 findet man mit Hilfe des 
vollstandigen Polplans %. In jeder Bewegungslage ist a’=12, und 13 liegt auf J, im 


a. 


8 


Abstand @=—” = aaron ctg y von 12 (vgl. Abb. 14). 


War 
Das System S; fiihrt gegen S, eine reine Schiebung aus, 23,, liegt also im Fernpunkt 
der zu 6’ normalen Richtung; S, fiihrt gegen S, ebenfalls eine reine Schiebung aus, 


*% Der Gefallsmaistab einer Ebene wird durch eine graduierte Fallinie der Ebene dargestellt. 
Eine Fallinie schneidet die Héhenlinien der Ebene senkrecht, ist also eine Linie stirksten Gefalles. 

144 A. Reuschel: Uber ein einheitliches Konstruktionsprinzip zur Ermittlung der Kriimmung 
von Bahnkurven und Hiillbahnen. Ein Beitrag zur Geometrie der Getriebe und zur graphischen 
Differentialgeometrie ebener Kurven. Osterr. Ing.-Arch. 6, 9—23 (1949). 

© Si, Sk und Si seien drei beliebige Systeme einer ebenen, zwangliufigen, kinematischen Kette. 
Der Punkt von S;, der momentan gegen Sj in Ruhe ist, wird als Momentanpol (oder relativer 
Drehpol) ik bezeichnet. Dabei ist ik=ki. Der Momentanpol il von Si gegen Si liegt in diesem 
Zeitpunkt auf der Verbindungsgeraden (Polgeraden) ik —kl der Momentanpole ik und kl. Die 


Polgeraden und Momentanpole bilden den Polplan. — Ausfiihrliche Erklarungen findet man in 
der unter der FufBnote  zitierten Arbeit. 
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34... liegt also im Fernpunkt der zur Geraden von 8, normalen Richtung, d. h. 34,, 
liegt im Fernpunkt von 6’. 14 erhalt man als Schnittpunkt der Polgeraden 13— 34,, 
mit der in C,, auf (S)’ errichteten Normalen. 24,, liegt im Fernpunkt der Polgeraden 
12—14, da die Bewegung von S, gegen S, auch eine Schiebung ist. 24,, gibt fiir C{ 
die Richtung der Kurvennormalen von (C)’, d. h. die Tangente in C/ ist senkrecht zu 
dieser Richtung. 

Wie man sieht, liegt 14 fiir jeden beliebigen Punkt C;, in S, auf der Parallelen d 
zu b’ durch 13. Man kann also leicht mit den beiden ersten Systemen S, und S, aus- 
kommen, wenn man diese Parallele d in 8, aufzeichnet. In jedem Punkt C/, ist demnach 
die Normale von (S)’ zu.zeichnen. Ihr Schnitt mit d ergibt 14, und 12—14 ist die 
Richtung von 24... 

Die gleiche Konstruktion fiir die Normale bzw. Tangente des Punktes C{, von (C) 
kann man auch mit dem Drehfluchtprinzip von Th. Schmid?” herleiten. — Dabei 
wird der im Abstand p iiber der Grundrifebene auf der Schraubachse a liegende 
Punkt als Augpunkt einer zusatzlichen Zentralprojektion auf die GrundriBebene ein- 
gefiihrt. Unter dem Drehfluchtpunkt einer Geraden versteht man die Vierteldrehung 
ihres Fluchtpunktes um a, und zwar im Sinne einer Aufwartsschraubung; unter der 
Drehfluchtspur einer Ebene versteht man entsprechend die Vierteldrehung ihrer 
Fluchtspur. — Im Punkt C,, spannen die Tangente t, von (S) und die Schraubtangente 
die Tangentialebene t von [®] auf. Ihre Drehfluchtspur erhalt man als Verbindungs- 
gerade der Drehfluchtpunkte der beiden Tangenten. Drehfluchtpunkt der Schraub- 
tangente ist der Punkt OC’. Der Drehfluchtpunkt der Tangente ¢, liegt im Fernpunkt® 
der zu ¢, normalen Richtung. Die Normale von (S)’ im Punkt OC) ist demnach die 
Drehfluchtspur von t. Die Schnittgerade der Ebenen 1 und 6 ist die Tangente von (C). 
Thr Drehfluchtpunkt liegt im Schnittpunkt der Drehfluchtspuren von t und 6. Dreh- 
fluchtspur von 6 ist die Gerade d, und 14 
ist somit der Drehfluchtpunkt der Tan- 
gente von (C), d.h. fiir den Punkt C), von 
(C)’ ist 12—14 die Richtung der Normalen. 

Um die Kurve (C) selbst zu erhalten, 
ist die Ebene 6 — in der (C) liegt — zur 


Abb. 14 Abb. 15 


Zeichenebene parallel zu drehen. Als Drehachse empfiehlt sich dazu die Ausgangslage 
(y=0) der Héhenlinie h, des Systems S,. Der fiir die Paralleldrehung erforderliche 


16 §. FuBnote 3, S. 2. 
17 §. FuBnote 6, S. 2. 
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Vorschub s=Az- tes =po tg > von S, gegen 8, ist proportional ¢ (vgl. Abb. 16). 
Man kann die Drehung von S, gegen S, gleichzeitig und zusatzlich mit dem Vorschub s 
ablaufen lassen, was sich kinematisch durch eine 
Kreisevolventenbewegung von S, gegen 4S, realisieren 
1ABt. Man findet so die Kurve (C) direkt, ohne den 
Umweg iiber ihre Projektion (C)’. Da der Vorschub 8 
durch die Kreisevolventenbewegung von S, gegen S, 
erzeugt werden soll, erhalt man fiir den Radius r der 


Rastpolbahn (R) den Betrag r = = | = Pp ° te : 
Im System S, mu8 nun noch die Rastpolbahn (f) 


Abb. 16 (Mittelpunkt a’, Radius r = Ip - tg > ) eingezeichnet 


werden; im System S,die Gangpolbahn g als Parallele zu b’ 
im Abstand c+ p- tg s (vgl. Abb. 15) und statt des Gefillsmafstabes 0’ der parallel- 


—gedrehte GefillsmaBstab 6° (vgl. Abb. 13; die Koten parallelgedrehter Punkte sind 
mit einer hochgestellten Null gekennzeichnet). Auf dem Rastpolbahnkreis (R) wird 


yt 


an der Stelle y = *« —*Y und auf der Gangpolbahng im Abstand s = p¢ tg 5 vom Momen- 


tanpol der Ausgangslage (p=0) jeweils die Marke » angeschrieben (vgl. Abb. 15). 
Damit erreicht man folgendes: Decken sich beim Abrollen von S, auf S, die Marken » 
von g und (R), so wird die Héhenlinie h, von 6 zu einer Héhenlinie h,, und gieichzeitig 
der Punkt C% von (C)’ zum parallelgedrehten Punkt C) von (C)°, d. h. die parallel- 
gedrehte Héhenlinie h} von 6° schneidet den Querschnitt (S)’ im Punkt Coats 
der Kurve (C)°=(C). 

Um im Punkt C, die Tangente bzw. Normale von (C) zu finden, wird wieder das 
Verfahren von A. Reuschel beniitzt. Dazu werden wie vorher zwei weitere Systeme 
S, und S, eingefiithrt. Dem Drehwinkel y von S, gegen S, mu jetzt aber ein Langs- 


vorschub s,,,; von 8S; gegen S, entsprechen, der sich aus dem Langsvorschub s und dem 


zusatzlichen Vorschub s zusammensetzt: s,,;= s+ s=py a (folgt unmittelbar aus 


der Abb. 16). Der Momentanpol 12 ist der jeweilige Beriihrpunkt der beiden Pol- 
bahnen g und (A). 13 liegt auf dem im jeweiligen Momentanpol 12 auf g errichteten Lot 
im Abstand a = " : ma 5 von 12 (bzw. wie bei Abb. 14 im Abstand a = p- ctg y 
von a’). Die Pole 23,, und 34,. sind wieder uneigentlich. 23,, liegt im Fernpunkt der 
zu 6’ normalen Richtung, und 34,, liegt im Fernpunkt von b’. Man erhalt wieder wie 
vorher 14 als Schnittpunkt der Polgeraden 13—34,, mit der in C, auf (S)' errichteten 
Normalen. 24... gibt fiir C, die Richtung der Normalen n, von (C), d. h. die Tangente 
in C, ist senkrecht n,. 

Wie man sieht, liegen 13 und 14 fiir jeden beliebigen Punkt C, in 8, auf der Paralle- 


len d zug im Abstand a = a ,d.h. man kann wiederum allein mit den beiden Systemen 


S, und S, auskommen, wenn man die Parallele d in S, aufzeichnet. In jedem Punkt C 
ist wieder die Normale von (S)’ zu zeichnen. Ihr Schnitt mit d ergibt 14, und 12—14 it 
die Richtung von 24... 

Die Normale n,im PunktC, von (C)ist gleichzeitig senkrechte Projektion der Schraub- 
flachennormalen des Punktes C, auf die Ebene 5. Ubertragt man sich den DurchstoB- 
punkt M =b6 x din die parallelgedrehte Ebene 5° (System S,), so ist M° der Mittelpunkt 
des in der Ebene 6° gesuchten Parallelkreises (K) von [W]. Seinen Radius o erhalt 
man als Radius des kleinsten Kreises um M®, der (C) berithrt. Der Bertthrpunkt Q ist 
dann ein EKingriffspunkt (es kann allerdings vorkommen, da8 kein solcher Kreis 
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existiert; dann ist die gewahlte Achse 6 der Drehflache [¥] unbrauchbar). Damit also 
ein Punkt C, von (C) Eingriffspunkt wird, mu8 dessen Normale n, durch M° gehen 
(d. h. die Projektion n, der Schraubflachennormalen n auf die Ebene 6 muB durch die 
Projektion M° der Drehflichenachse 6 gehen, was auch unmittelbar aus der dem 
Normalenverfahren zugrunde liegenden Idee folgt). 

Damit ist ein Weg aufgezeigt, wie man kinematisch die Kurve (C) sehr rasch punkt- 
und tangentenweise erzeugen kann. Sucht man den Schnitt der Schraubenfliche mit 
einer zu 6 parallelen Ebene, so miissen lediglich in S, die parallelgedrehten Hohen- 
linien neu gezeichnet werden. Das Intervall 
des parallelgedrehten GefallsmafSstabes bleibt 
dabei gleich groB. 

Bei der praktischen Durchfiihrung kann 
man darauf verzichten, die Hohenlinien fiir 
jeden Schnitt neu zu zeichnen, wenn man die 
Serie der ebenen Schnitte so legt, daB fiir jeden 
Schnitt nur der parallelgedrehte Gefallsmab- 
stab 6° neu beziffert werden mu (vgl. Abb. 17). 

Durch Einfiihrung weiterer Systeme ist es 
moglich, fiir jeden Punkt der Kurve (C) den 
Kriimmungskreis zu konstruieren. Dazu geniigen 
insgesamt neun Systeme. 

Der Schraubwinkel » entspricht (wie beim 
Normalenverfahren) dem Winkel, um den das 
System S, gegen seine Ausgangslage verdreht ae 
wird. y ist gleich dem Zentriwinkel, der dem % . 
vom Momentanpol 12 auf (R) durchlaufenen be 
Bogen zugeordnet ist (vgl. Abb. 15). G; 

Fiir die praktische Durchfiihrung ist es % 
zweckmabig, den gegebenen Querschnitt (S) der Abb. 17 
Schraubflache [®] in der GrundriBebene anzu- 
nehmen, d.h. z,=0 zu wahlen. Die in der Ebene 6 liegenden Héhenlinien h, kann 
man in gleichabstaindigen Schichtenebenen annehmen, um so eine gleichmaig unter- 
teilte Kreisskala im System S, zu bekommen. 


ie Se 


° 
& 
9 
a 
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VI. Wahl der Drehflachenachse 06 
1. Vorbemerkungen 


Die Drehflachenachse 6 muB so gewahlt werden, daB fiir jeden Punkt P der Erzeu- 
genden die auf der Schraubflache [®] errichtete Normale n beim Verschrauben lings 
der Bahnschraubenlinie von P in eine Lage n gelangt, in der sie b in einem Punkt 7 
trifft. Diese bereits im Abschnitt II, 1 formulierte Eingriffsbedingung ist fiir simtliche 
Achsen 6 nicht erfiillbar, die ganz im Innern des Zylinders [2] (Radius 7g) verlaufen, 
auf dem die Kehlschraubenlinie der von n erzeugten Regelschraubflache [2’] liegt. 
Fiir jede nicht ganz im Innern von [Q] liegende, sonst aber beliebig gewahlte Achse b 
ist die Eingriffsbedingung — rein mathematisch betrachtet — unendlich oft erfill- 
bar, falls der Schraubwinkel y keiner Beschrankung unterliegt. 

Um diesen Sachverhalt bequem iiberblicken zu kénnen, werde das im Abschnitt IT, 3 
beschriebene Normalenverfahren etwas abgewandelt. Dazu werde durch die Achse 6 
parallel zur Schraubachse a eine Hilfsebene o* gelegt. o* schneidet die durch Verschrau- 
bung von n erzeugte Regelschraubflache [2] in einer Kurve (S*). Der Schnitt von (S*) 
mit der ebenfalls in o* liegenden Achse } ergibt dann den Treffpunkt 7’ von nm und 6. 
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Da der Kurvenverlauf von (S*) iiber die Existenz und Zahl der Punkte 7 Aufschluf 
gibt, sei die Kurve (S*) etwas genauer betrachtet. 


2. Diskussion der Kurve (S*) 


Fiir die Schraubung von n werde zunachst der Einfachheit halber der Schraub- 
parameter p= 0 gewihlt. Die so bei der Drehung von 7 um die Schraubachse a erzeugte 
Regelfliche [2] ist dann ein Drehhyperboloid, d. h. der Schnitt (S*) von [2] mit o* 
ist eine Hyperbel. In jeder Drehlage von n ist der DurchstoBpunkt S¥ von 7 mit o* 
ein Punkt von (S*). Der zugehdrige Drehwinkel » sei sein Parameter. Die Tangente ty 
im Punkt S% von (S*) erhalt 
man als Schnitt von o* mit der 
in S¥ an [2] gelegten Tangen- 
tialebene t*, die von n und 
der Parallelkreistangente in S¥ 
aufgespannt wird. — SchlieBt 
der GrundriB n’ der Schraub- 
flachennormalen in der Aus- 
gangslage (y=0) mit o*’ =D’ 
den Winkel w, ein (vgl. Abb. 18), 
so wird m nach einer Drehung 
um den Winkel y = — w, sowie 
nach einer Drehung um den 
Winkel y = x —a, zur Ebene o* 
parallel, d. h. die DurchstoB- 
punkte S*,, und 'S*_.,, von n 
mit o* werden uneigentlich. Die 
Tangenten von (S*) in diesen 
Fernpunkten S*,, und S}_,, 
sind die Asymptoten von (S*). 
Da die Tangentialebene t* in 
diesen Fernpunkten auf o* 
senkrecht steht, erhalt man den 
Schnitt von t* mit o*, d. h. die 
Asymptoten, indem man die 
zu o* parallelen Lagen von n 
senkrecht auf o* projiziert. 

Betrachtet man jetzt den 
Fall p +0, so kann man die 
Kurve (S*) aus derjenigen fiir 
p= Oerhalten, wenn man jedem 
ihrer Punkte Sj in Richtung 
der Schraubachse den entspre- 
chenden Vorschub A z* =p y erteilt. Die Asymptoten erhailt man wiederum, indem 
man die zu o* parallelen Lagen von » senkrecht auf o* projiziert. Die Asymptoten- 
richtungen bleiben also die gleichen wie im Falle p—0; die Asymptoten werden 
aber in der Richtung der Schraubachse um den Abstand pa auseinandergezogen 
(vgl. Abb. 18). 

Unterliegt der Schraubwinkel y keiner Beschrankung, so besteht die Kurve (S*) 
aus unendlich vielen Asten, und man sieht jetzt leicht, daB die Achse b — sofern sie 


nicht ganz im Innern des Zylinders [Q] liegt — von der Kurve (S*) unendlich oft 
geschnitten wird. 


SY(5) 
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Um die Kurve (S*) auf Wendepunkte zu untersuchen, werde ihre Gleichung fiir 
den Parameter y aufgestellt. Der laufende Punkt S*, hat die Koordinaten 


Tg — €* COS (My) + y) 
sin(o+y) ” 


€ — Vg * COS (@) + ) 
sin (@) + p) 


wobei rg = 0, C20 und a (/%n| < 90°) die Neigung von » gegen die GrundriBebene 
ist (vgl. Abb. 18). Dabei ist, wie man leicht herleitet, too, = 3 . Wahlt man o=o,+y 


als neuen Parameter, so fiihrt die Bedingung fiir Wendepunkte auf folgende Bestim- 
mungsgleichung fiir 


C= 


Z* =D (wo y) tY an, 


ro p* - cos? w — 2.¢ p? - cos w — (c? — rg? — p*) rg = 0. (1) 
Aus Gleichung (1) folgt fiir 
canst es TQ 
To + 0) COS @ = ro SE (ee aa i) (1 fe “o) (2) 
gs ORCA O my COS 0; (3) 
Te 0 == 0 cos @ = 1. (4) 


Der Fall rg =c=0 ist trivial [da n beim Verschrauben entweder ganz in o* liegt 
oder o* nur auf der Schraubachse a schneidet, besteht (S*) aus einzelnen Geraden]. 

Der Parameterbereich k a < w < (1+k)a bestimmt fiir jeden k-Wert der Folge 
k=+0, 1, 2,3,... einen Ast der Kurve (S*). Die Gleichungen (3) und (4) liefern fiir 
jeden solchen Ast héchstens einen reellen Wendepunkt. Fiir c < rg hat die Gleichung (2) 
keine reelle Losung. Fiir c>rg ergibt in (2) hdchstens die negative Wurzel reelle 
Lésungen; andernfalls wire |cos | <1 nicht erfiillt. Insgesamt kann also jeder Ast 
von (S*) hdchstens einen reellen Wendepunkt besitzen. 

Da demnach zwischen den beiden Asymptoten eines Astes héchstens ein reeller 
Wendepunkt liegen kann, folgt fiir den Neigungswinkel «, (|«.| <90°) der Wende- 
tangente gegen die x*-Achse aus der geometrischen Anschauung die Ungleichung 
| &w|>|e%n|, was sich auch analytisch nachweisen lift. 


3. Folgerungen fiir die Wahl der Achse b 


' Aus technischen Griinden wird man fordern, daB die vom rotierenden Werkzeug 
umhiillte Flache eine zusammenhangende Drehflache [¥] sein soll, d.h. von den un- 
endlich vielen Asten der Kurve (S*) darf nur ein einziger zur Konstruktion von [Y] 
beniitzt werden. Man wahlt dazu zweckmabig den Ast mit dem Parameterbereich 
0< w<a. Fihrt man wieder den Drehwinkel y als Parameter ein, so lautet der Para- 
meterbereich —w) <y <{7— . Die Schnittpunkte 7’ von n mit b miissen auf dem 
Teil der Schraubflachennormalen m liegen, der aus der bearbeiteten Werkstiickober- 
flache herausweist (vgl. Abschnitt IV). Daher darf zur Ermittlung der Lage n nur 
der Bereich von (S*) herangezogen werden, der von diesem Teil der Normalen n erzeugt 
wird. Mit sei im folgenden stets dieser Teil der Normalen gemeint. 

Es werde zunachst der technisch sehr wichtige Fall c > 7g betrachtet. Fordert man 
ferner, daB simtliche Punkte P der Erzeugenden (#) von der Schraubachse a einen 
Abstand <c haben, so weist der von n erzeugte Ast von (S)* (Parameterbereich 
—W) <p <a—,) keine Liicken auf. Im folgenden sei mit (S*) stets ein solcher Ast 
gemeint. 

Bezeichnet man mit «; (|«)| < 90°) den Neigungswinkel der Achse 6 gegen die Grund- 
riBebene, so folgt aus der Abb. 18, daB || >|«,| zwar keine notwendige, aber eine hin- 
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reichende Bedingung fiir die Existenz eines Schnittpunktes 7 von b mit (S*) darstellt, 
und zwar erhalt man genau einen Schnittpunkt 7 (bzw. Drehwinkel yp), falls sgn y = sgnp 
ist [fiir sen y + sen p gibt es, falls (S*) einen Wendepunkt besitzt und |as| < | | ist, 
maximal drei Punkte 7’; ist || > |a»| oder besitzt (S*) keinen Wendepunkt, so gibt es 
genau einen Punkt 7]. Die Bedingung | «| = |a,| ist fiir die Existenz von T ebenfalls hin- 
reichend. Es existiert mindestens ein uneigentlicher Schnittpunkt 7’, auBerdem kénnen 
noch eigentliche Punkte 7’ vorhanden sein. — Ist der Schnittpunkt 7 uneigentlich, so ist 
die Meridiannormale der Drehflache [Y] zur Drehflachenachse b parallel; die Meridian- 
tangente von [¥] ist dann senkrecht zu b. — Um sicherzugehen, daB es in dem betrach- 
teten Fall Schnittpunkte 7 gibt, empfiehlt es sich, die Drehflachenachse 6 so zu wahlen, 
daB fiir simtliche Normalen n der Schraubfliche [®] die Bedingung || =|o,| erfiillt 
ist. Mit Beriicksichtigung von |«|+|y|=90° kann diese Bedingung auch durch 
ly| <90°—|a,| ausgedriickt werden. Wahlt man ferner das Vorzeichen von nach der 
Bedingung sgn y =sgn p'8, so existiert im Falle |as| > |an| stets ein und nur ein Schnitt- 
punkt; im Falle |«;| =|«,| gibt es entweder zwei Schnittpunkte — einen eigentlichen 
und einen uneigentlichen — oder einen Schnittpunkt, der uneigentlich ist. 

Betrachtet man den Fall ¢ <ro, so bleiben die fiir den Fall c>7q ausgefiihrten 
Uberlegungen im wesentlichen giiltig, wenn man die Rollen von 6 und n miteinander 
vertauscht, d. h. durch n eine Hilfsebene parallel zur Schraubachse a legt und die von 
der verschraubten Achse b in ihr erzeugte Kurve betrachtet. Die hinreichende Bedin- 
gung fiir die Existenz von Schnittpunkten 7 lautet dann |«,| <|2,|. Da die Achse b 
nur auBerhalb der vom bearbeiteten Werkstiick begrenzten Oberflache liegen kann, ist 
in diesem Fall sgn y +sgn p zu waihlen. Bei sich schneidenden Achsen 6 und a wahlt 
man oft y= 90° (Fingerfraser). 


VII. Durchfiihrung der Meridiankonstruktion an einem Beispiel 


1. Aufgabenstellung 
Es sei eine Schraubflaiche [®] von gegebenem Querschnitt (S)!® (vgl. Abb. 19) 


und der Ganghohe h = 432 herzustellen. Fiir die Punkte Py, P,, ..., Py, von (S) sind 
die Koordinaten x, y und fiir ihre Tan- 
Tabelle 1 genten die Ableitungen y’ in Tabelle 1 
aay : zusammengestellt. Die Schraubnut [®] 
ook y y soll aus einer kreiszylindrischen Welle 
. vom Durchmesser 240 herausgefrast 
Po 84,853 84,853 — 1,0000 werden. Gesucht ist der Meridian eines 
ea 91,718 75,906 =" 1,732) dazu seeionet Pra Drehflach 
me 96,034 65,487 | — 3,7320 geelgneten. Urheers rer sere 
Pp 97,506 54,306 3 (ee): 
JE), 96,034 43,125 3,7320 
Ie 91,718 32,706 1,7321 2. Wahl der Fréserachse 
1e 86,466 25,329 1,1604 : R 
P, 80,689 19.820 0.7603 Man legt die Fraserachse (Dreh- 
P, 75,098 16,663 0,1628 flachenachse b) zweckmabig so, dab das 
P; 73,031 15,732 0,8169  gemeinsame Lot von a und b auf der 
2 10 ee pte tee Symmetrielinie des Querschnittes (8) 
ia 72,023 7.570 Sai. liegt (in Abb. 19 ist die x-Achse Sym- 
ee 72,321 3.790 — 19,0811 Metrielinie). Dann wird der Meridian 
12h) 72,420 0 co von [¥] ebenfalls symmetrisch. 


18 Sgn y +sgn p hat in dem betrachteten Fall keine praktische Bedeutung. Da die Parallel- 


kreise der scheibenformigen Drehflache [YW] in den Eingriffspunkten quer zur Richtung der 
Bahnschraubenlinien von [®] liegen wiirden, bestiinde groBe Gefahr fiir Unterschnitt. 
® Der Querschnitt (S) ist eine spezielle Erzeugende (#) der Schraubenfliche. 


o 
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Der Achsabstand c von Friserachse 6 und Schraubachse a werde zu c— 222 
angenommen. Damit liegt fiir samtliche Punkte von (8) der Fall ¢ > 7g vor, und jeder 
Punkt von (S) hat von a einen Abstand <c. Gemai8 den im Abschnitt VI, 3 fiir diesen 
Fall gezogenen Folgerungen wihlt man den Anstellwinkel y so, daB |y| <90° — |\a, 
und sgn y=sgn p erfiillt sind. Dazu ist zunaichst derjenige Punkt von (8) zu ermitteln, 
dessen Schraubflichennormale die 
groBte Neigung |«,| gegen die Grund- ?- N 
riBebene besitzt. Die senkrecht auf die | 

| 
| 
| 
| 


Ebene des Querschnittes (S) projizierte 
Schraubflachennormale eines Quer- 
schnittspunktes P fallt mit der Quer- 
schnittsnormalen von P zusammen. Da 
fiir die Neigung der Schraubflachen- 


normalen tg %,= rx gilt, braucht man 


nur die Querschnittsnormale aufzusu- 
chen, die von a’ den groBten Abstand rg 
hat. Das ist fiir die Normale von P, 
der Fall. Wahlt man in der Unglei- 
chung das Gleichheitszeichen, so folgt 
ly| = 90°— la] = 41,836°. Da p= 3% 
positiv ist, wird y auch positiv (sen y = 
=sen p). Damit ist die Achse 6 fest- 
gelegt. Gema8 Abschnitt VI, 3 existiert 
somit fiir jeden Querschnittspunkt 
(auBer P,) genau ein Eingriffspunkt 
(fiir P, koénnen, da das Gleichheits- 
zeichen gewahlt wurde, entweder ein 
oder zwei Eingriffspunkte existieren). 


3. Meridiankonstruktion 


a) Anwendung des im Absehnitt IV 
angegebenen Verfahrens. Im System S, 
wird der Querschnitt (S) und die Rast- 
polbahn (&) — Kreis um a’ mit Ra- 


h 
diusr=|p-tgy| = set y| = 61,55 — 
eingezeichnet (vgl. Abb. 20). Auf einem Klarpapier (System S,) zeichnet man 6b’ und 
im Abstand c+ p- tg y= 283,55 die Gangpolbahn g (vgl. Abb. 21). 

Es ist zweckmafBig, den Abstand aufeinanderfolgender Schichtenebenen konstant 
zu halten. Dazu kann man die Ganghoéhe h in eine Anzahl gleicher Teile teilen. Wahlt 


: : : h 
man. z. B. zwolf Teile, so kann man den Schichtenebenen mit den Hodhen z= oe 
h Rar , : pee! 
2752 °+ 875 die Koten 1,2, ..., 6 zuordnen und den mit den Hohen z = — 19° 270° 
.» —635 die Koten —1,—2, ..., —6 (vgl. Abb. 19). Fiir die Achse 6 erhalt 


man dann das Intervall 1 = = tg y = 32,229 (vgl. Abb. 21) und fiir die Normale n’ 


h 


im Punkt P von (S) das Intervall 7, = 2 Cte on = 75 = (in Abb. 20 ist nur die Normale n, 
fiir den Punkt P, eingezeichnet). Es ist bequem, fiir die Gangpolbahn die gleiche 


Q* 
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Bezifferung wie bei 6’ zu wahlen. (#) ist dann ebenfalls in zwolf gleiche Teile zu teilen. 
Um bei der Bewegung von S, gegen S, die einzelnen Lagen bequem und genau ein- 
stellen zu kénnen, kann man in den auf g markierten Skalenpunkten die Normalen 
zu g zeichnen, bis zur Geraden im Abstand ¢ von b’, auf der a’ bei der Bewegung des 
Systems S, stets liegen mu8. Man kann auch — zu demselben Zweck — in S, um a 


a” 
Abb. 20 


Abb. 21 


einen Kreis mit Radius c zeichnen. Zieht man von den Skalenpunkten von (#) durch a’ 
Strahlen bis zu diesem Kreis und bringt auf ihnen die gleichen Marken an, wie die 
Strahlen auf (2) anzeigen, so miissen, wenn bei der Bewegung die Marken » von g und (&) 
sich decken, auch die Marken y von b’ und diesem Kreis sich decken. Auf diese Weise 
kann man die zu einem Skalenpunkt » gehérende Lage von S, sehr genau einstellen. 


Tabelle 2 

Punkt @ m 0 Mn mt 
IE. 0,615 — 45,1 104,8 — 57,6 = 
Ps 0,575 — 37,8 105,0 — 13,3 — 
IE 0,535 — 32,4 108,0 34,6 = 
[Ps 0,495 — 26,2 112,6 87,2 - 
2, 0,463 — 21,2 119,8 — — 99,0 
ize 0,428 — 17,0 127,8 — — 73,0 
12, 0,374 — 13,9 134,6 — — 58,6 
1h. 0,306 — 12,5 140,0 - — 46,4 
le 0,142 — 11,4 145,5 — — 14,2 
ie, 0,145 — 10,6 147,6 ~- — 69,6 
12 0,136 — 9,6 149,2 117,6 — 
1 0,126 — 8,0 150,2 — 11,8 — 
Piz 0,084 5.3 149,7 = oe = 
Toe 0,041 — 2,6 149,6 — 3,8 = 
Pe 0 0 149,58 0 = 


In Tabelle 2 sind die mit Hilfe der Bewegung von S, gegen S, fiir die Punkte P,, 
P,,..., Pi gefundenen g-Werte angegeben, ebenso die durch jeweiliges Parallel- 
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drehen der Ebene ¢ gefundenen Koordinaten m und o der zugehérigen Meridianpunkte 
sowie die Werte m, bzw. m, fiir die Meridiannormalen bzw. Meridiantangenten (vgl. 


Abb. 22). 


b) Anwendung des im Absehnitt V angegebenen Verfahrens. Der Radius des Rast- 
polbahnkreises (R) folgt zu r= \p ‘tg + | = 26,28. Auf Klarpapier (System S,) ist die 
Gangpolbahn g, die Parallele d und der parallelgedrehte Gefallsma8stab 6° zu zeichnen. 
Fir die durch m = — 45,1 festgelegte Parallelkreisebene 6 sei die in S, ermittelte Kurve 
(C) angegeben (vgl. Abb. 23). Man erhalt 
fiir den die Kurve (C) berithrenden Parallel- I a UE i 
kreis (K) den Radius 9 = 104,8. Wie man 
sieht, verursacht (K) keinen Unterschnitt. 


he 


& 
2 
ova y 


(C) 
S 
(x) 
My? 
g° -3? -2° -7° ge 
Abb. 22 . Abb. 23 


c) Die berechneten Werte. Zur Rechnung werde die von W. Wunderlich angegebene 
analytische Behandlung des Normalenverfahrens beniitzt”®. Fiir jeden Punkt P (2, y,z) 
der Erzeugenden (Z) folgt @ aus der transzendenten Gleichung 


ek ae =(yC—zn)+c éetgy, 
pp ee Par) 208 Be aoe fe = (4 6—z &)—cnetgy, (5) 
p (7 sin pm + & cos ¢) 
C=—C (c+ p ctg y) 


und (&, 7, ¢) die Komponenten der zu P gehérenden Schraubflachennormalen sind. 

Beniitzt man die zeichnerisch gefundenen g-Werte (vgl. Tabelle 2) als Rohwerte, 
so kann man aus Gleichung (5) durch Iteration die Werte  beliebig genau ermitteln. 
Als Iterationsverfahren empfiehlt sich das von Newton oder ein Verfahren, das 
O. Baier in seinen Vorlesungen iiber Graphische und numerische Methoden an der 
Technischen Hochschule Stuttgart angibt. Dabei wird die Gleichung (5), die die Form 
y =f (v) hat, auf die Form 


j= OF _ pH) (6) 


gebracht, wobei f ‘(@) die Ableitung von f (y) nach ¢ ist. p, ist der durch den ersten Ite- 
rationsschritt verbesserte Wert. Allgemein lautet die Iterationsvorschrift 


Pnt1=]™ (Pn); (7) 


20 §. FuBnote 6, S. 2. 


22 G. Jauch: Meridiankonstruktion rotierender Werkzeuge z. Herstellung v. Schraubenflachen 


wobei ¢, der durch n Schritte verbesserte Wert ist. Da man nach jedem Iterationsschritt 
erneut die Ableitung f’ (p,) bildet, konvergiert das Verfahren besonders rasch, auerdem 
ist dadurch die Konvergenz des Verfahrens stets gesichert. 
Nachdem » durch Iteration geniigend genau verbessert ist, kann man die Koordina- 
ten (x, y, 2) des Eingriffspunktes Q berechnen. Da man Q durch Verschrauben des 
Punktes P (a, y, z) um den Schraubwinkel y= —¢@ erhalt (vgl. Abb. 3), folgt 


x=xcosp+y sing, 
y =y cosy—xsin@, (8) 
2 =Z2—p¢. 


Die Werte m, 0, m, und m, (vgl. Abb. 12 und Abb. 22) folgen zu 


m =—ysiny+z cosy, (9) 
o? = (ycosy+2zsin y)?+ (%—c)?, (10) 
cy + pe ll 

is gsiny — poosy’ CH) 
ae Q 12 

mM, rao) cramer ( ) 


Sie sind in Tabelle 3 fiir die Punkte Py, P,, ..., Pia angegeben. 


Tabelle 3 

Punkt @ m e Mn mt 
Pp, 0,6162 — 45,04 104,55 — 56,86 _ 
Py 0,5749 — 38,68 104,99 ee — 
1p 0,5342 32,35 107,68 33,20 —- 
iP; 0,4954 — 26,33 112,51 87,31 — 
‘Pe 0,4586 = 20,93 119,22 = — 99,72 
1s 0,4194 — 16,50 127535 = = "13,25 
‘P; 0,3626 — 13,91 133,96 = — 59,95 
Be 0,2919 = 12,13 140,00 = — 46,19 
15s 0,1346 = 11,19 145,35 = — 13,78 
iE, 0,1395 — 10,76 147,51 = — 70,05 
1B 0,1340 — 9,66 149,11 114,72 — 
Ps 0,1264 — 8,16 149,68 — 11,66 - 
P. 0,0820 — 65,30 149,62 — 1,57 — 
Pe 0,0410 = 2,65 149,59 — 8,78 — 
igs, 0 0 149,58 0 — 


4. Bemerkungen zur Werkzeugherstellung 


Oft werden Fraser als sogenannte hinterdrehte Formfriser mit radial verlaufender 
Zahnbrust ausgefiihrt. Solche Fraser haben den Vorzug, daB sich ihr Profil beim radia- 
len Nachschleifen der Zahnbrust nicht andert. Beim Frasen von Schraubnuten 1a8t 
sich dieser Vorzug jedoch nicht ausniitzen. Nach der durch das Scharfen erforderlichen 
Zustellung des Werkzeuges (Verkleinerung des Abstandes c) erzeugt namlich der Fraser 
— trotz unverandertem Profil — nicht mehr die exakt richtige Schraubenflache, da 
jede Anderung von ¢ — wenigstens theoretisch — ein neues Fraserprofil erfordert. 
Bei hohen Genauigkeitsanspriichen kann ein auf diese Weise nachgeschliffener Form- 
fraser nur noch zum Schruppen oder Vorfrasen der Schraubnut dienen. Da der erwahnte 


F. Ollendorff: Der WindungskurzschluBstrom grofer Synchronmaschinen 23 


Vorzug des hinterdrehten Formfrasers beim Frasen von Schraubenflichen nicht ins 
Gewicht fallt und auBerdem mit dem Nachteil eines Spanwinkels von 0° erkauft wiirde, 
wird man in vielen Fallen von vornherein den Fraser nicht als hinterdrehten Formfraser 
ausfiihren, sondern im Sinne besserer Zerspanungseigenschaften einen positiven Span- 
winkel wahlen. Die einzelnen Schneiden des Werkzeuges brauchen nicht mit dem Meri- 
dian der Drehfliche [¥] iibereinzustimmen, sie miissen nur bei der Rotation die Dreh- 
flache [¥] iiberstreichen. 

Werden an die Oberflichengiite der zu bearbeitenden Schraubenfliche hohe An- 
spriche gestellt, so wird im allgemeinen die vorgefraste Schraubenfliche durch Schleifen 
fertigbearbeitet. Dabei ist zu beachten, daB auch hier ein Abrichten der Schleifscheibe 
eine Anderung des Abstandes c bewirkt. Die Schleifscheibe mu8 also jeweils dem neuen 
Achsabstand entsprechend abgerichtet werden. Es empfiehlt sich daher, fiir verschie- 
dene ZustellgréBen Ac (Anderung von c) die Meridiane zu ermitteln und beim Abrich- 
ten jeweils die dem einzelnen Meridian zugehérige Zustellung genau einzuhalten. 


(Hingegangen am 9. September 1959) 


Der Windungskurzschlu8strom grofer Synchronmaschinen 


Von Franz Ollendorff, Haifa (Israel) 
Mit 18 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der Berechnung des Windungs- 
kurzschluBstromes fiir ee Wechselpolmaschine vom Volltrommeltyp. Es wird ein Modell der 
Maschine angegeben, welches die Aufspaltung ihres aktiven Magnetfeldes in einen Kernanteil 
und einen Stirnanteil gestattet; im erstgenannten sind Stander und Liufer miteinander verkettet, 
wahrend das Stirnfeld wesentlich vom Windungskurzschlufstrom allein gespeist wird. Im Dauer- 
zustand resultiert das Kernfeld aus dem ,,eingeprigten®’ primiéren Anteil der Laufererregung 
und dem sekundaren Anteil der Standerriickwirkung, welche ihrerseits durch eine sowohl nach 
den zeitlichen Fourier-Komponenten des KurzschluBstromes wie nach den raiumlichen Teilwellen 
des Reaktionsfeldes fortschreitende trigonometrische Reihe dargestellt wird; da diese Reihe jedoch 
nur langsam konvergiert, mufs man sich bei ihrer Aufsummierung mit einer N&aherung begniigen. 
Mittels konformer Abbildung gelingt es, die Ankerreaktion des Kernfeldes hinreichend genau 
durch Jacobische elliptische Funktionen darzustellen. Dagegen erweist sich die Struktur des 
Stirnfeldes als so verwickelt, daS sie nur unter vereinfachenden Voraussetzungen analytisch 
beschrieben werden kann. Unter Vermittlung einer mit elementaren Funktionen zu bewaltigenden 
konformen Abbildung lat sich das Stirnfeld auf eine doppelreihige WirbelstraBe zurickfihren. 
Die Zusammenfassung des sekundidren Kernfeldes mit dem Stirnfeld gipfelt in der Angabe der 
resultierenden Windungsinduktivitaét, mit deren Hilfe die Starke des dauernden Windungskurz- 
schluBstromes explizit berechnet werden kann; seine Intensitat wird mit jener des dreipoligen, 
symmetrischen Dauerstromes verglichen, welcher sich beim Klemmenkurzschlu8 der Maschine 
entwickelt. 


Summary. The present paper deals with the calculation of the short-circuit current as 
appearing in an alternator equipped with a drum-shaped rotor. Starting with a simplified model 
of the machine it is shown that the active magnetic field can be split into a part containing 
the nucleus of the machine and another part containing its faces. In the former the stator of the 
machine is mutually linked with the rotor but in the latter the field is essentially excited by the 
short-circuit current alone. In the steady state the nucleus field results from the primary component 
created by the rotor current and the secondary field of the stator reaction. This reaction is described 
by a double Fourier-series progressing in accordance both with the time depending waves of the 
short-circuit current and the space distribution of the induction in the air gap separating stator 
and rotor. Because of the unsatisfactory convergence of the above mentioned series it is necessary 
to sum it approximatively, and this is done with the help of Jacobi’s Elliptic functions. 
Contrarily to that the structure of the face-field is so complicated that its analytical description 
requires some simplifying assumptions. It has been shown, that a conformal mapping based on 
elementary functions reduces the problem to the well-known field of a double-lined street of 
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eddies. Composing the nucleus field with the face-room field the resulting inductivity of the 
damaged winding is obtained permitting the explicit computation of the steady short-circuit 
current of the damaged winding; its intensity is compared with the intensity of the steady short- 
circuit current caused by the symmetric three-phase short-circuit of the whole machine. 


Beim WindungsschluB im Stinder einer synchronen Wechselstrommaschine entsteht 
in der beschadigten Windung ein elektrischer Strom, dessen Starke in der Regel tiber 
ihr nominales Ma weit hinausgeht. Zufolge der thermischen und mechanischen 
Wirkungen dieses Uberstromes kann sich der Schaden vom Storungsherd aus rasch 
verbreiten und zum Niederbruch der gesamten Maschine fiihren. Um einer solchen 
Katastrophe vorzubeugen, hat man automatische Schutzeinrichtungen zu entwickeln, 
welche sogleich nach Eintritt des Windungsschlusses die Maschine vom Netz trennen 
und ihre magnetische Laufererregung unterbrechen. Sowohl der Bau hierzu geeigneter 
Relais wie deren jeweilige Justierung erfordern die quantitative Kenntnis des Windungs- 
kurzschluBstromes samt der mit ihm genetisch verkniipften magnetischen Anker- 
reaktion; die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der analytischen Lésung dieser 
Aufgaben. 


Grundannahmen 


Wir beschranken uns weiterhin auf die Untersuchung des Windungsschlusses in einer 
sogenannten Wechselpolmaschine vom Volltrommeltyp, welche lings ihres elektro- 
magnetisch aktiven Umfanges mit der ganzen Zahl p = 1 von Polpaaren ausgestattet sei. 

Unter bewu8tem Verzicht auf 
konstruktive Einzelheiten 

é gehen wir zu dem in Abb. 1 
dargestellten Modell der 
Maschine iiber, in welchem 
wir zwei funktionell wesent- 
lich voneinander verschie- 
dene Gebiete unterscheiden. 

1. Der Kern der Ma- 
schine besteht aus ihrem 
Laufer und ihrem Stander 
der merklich gleichen axialen 
Lange /. Lassen wir die zur 
Aufnahme der Stromleiter 
bestimmten Nuten vorerst 
auBer acht, so erscheint also 
der Laufer als Kreiszylinder 
vom Halbmesser R,, wah- 
rend der Stander durch den 
zum Laufer konzentrischen 
Hohlzylinder vom Innen- 
halbmesser R, > R, und vom 

Abb. 1. Orientierung im Modell der’ Maschine AuBenhalbmesser R, > R, 
reprasentiert wird. 

2. An den Kern schlieBen sich beiderseitig die Stirngebiete der Maschine an. 
Sie werden in axialer Richtung durch die senkrecht zur Achse orientierten AbschluB- 
platten je der Starke d begrenzt, deren Innenflichen von den beziehentlich benach- 
barten Stirnflachen des Kernes den festen Abstand 6 aufweisen; in radialer Richtung 
hingegen werden die Stirngebiete durch je den Hohlzylinder vom AuBenhalbmesser R, 
und vom Innenhalbmesser R, bei der Wahl R, < R, < R, abgeschlossen. 


Sngebse! Kern Stirngebier 
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| Wir orientieren uns im Maschinenmodell mit Hilfe des standerfesten Bezugssystems 
der Zylinderkoordinaten z (Achse), r (Radialdistanz) und « (Azimut), in welchem die 
einheitliche, laufende Zeit ¢ gemessen wird. Der Ursprung dieser Konfigurationskoordi- 
naten wird in den Schwerpunkt des (massenhomogenen) Laufers gelegt; die z-Achse 
koinzidiere mit dem Zentrum der Maschinenwelle, und ihre positive Richtung werde 
derart gewahlt, daB die am Aufpunkt (z, r, «) konstruierten vektoriellen Differentiale dz, 
has rdax in der angegebenen Reihenfolge ein rechtslaufiges Lokalsystem 
en. 
Wir erginzen die geometrische Beschreibung des Maschinenmodells durch die 
Angabe seiner elektromagnetischen Eigenschaften: 
1. Dem Laufer, dem Stander, den seitlichen Abschlu8platten der Stirngebiete 
und ihren radialen AbschluBzylindern schreiben wir die allerdings nur ideelle Eigen- 
schaft der ,,vollkommenen“ Permeabilitat yw zu, welche durch den Grenziibergang 


definiert wird; dagegen soll die Ohmsche Leitfahigkeit x dieser Maschinenelemente 
verschwindend klein ausfallen. 
2. Die stromfiihrenden Leiter sowohl des Stainders wie des Laufers statten wir 


mit der gleichermaBen nur ideellen Eigenschaft ,,vollkommener“ Ohmscher Leit- 
fahigkeit aus, welche durch den ProzeB 


% > 00 (2) 


definiert wird; gleichzeitig gelten diese Leiter in dem Sinne als unmagnetisch, 
daf ihre Permeabilitét « merklich der Einheit gleichgesetzt wird. 

Im Lichte des Poyntingschen Strahlungssatzes beschranken sich auf Grund der 
vorstehenden Annahmen die fiir die Arbeit der Maschine verantwortlichen Anteile 
ihres elektromagnetischen Feldes auf den sogenannten Luftspalt des Kernes 


ljezi\<4t; R, <r< Rh, 0OSa<2an (3) 
und die beiden Stirnraume 
41 <([e|<41+6; Ora Re 0 ee 2 ee (4) 


Dagegen sind die jeweils diesen Gebieten eingelagerten Stromleiter vom Existenz- 
bereich des Feldes auszuschlieBen. Uber die Gestalt dieser Leiter treffen wir folgende 
Festsetzungen: 


1. Die Erregerwicklung der Maschine sei flaichenhaft auf dem Mantel r= R, des 


Lauferzylinders einschlieBlich seiner Stirnflichen |z| = oe 0<r< R, ausgebreitet. 


Da sie auf Grund der Annahme (2) keinen Ohmschen Widerstand aufweisen, gestatten 
sie bereits ohne die Mitwirkung eingepragter elektromotorischer Krafte den dauernden 
Verkehr in sich geschlossener elektrischer Str6me von endlicher Intensitat. 


2. Die Ankerleiter der Maschine sind innerhalb des Kernbereiches |2| < - in 


Nuten eingebettet, welche am inneren Standerumfang je wesentlich parallel der 
Maschinenachse verlaufen. Je zwei solcher Leiter, die auf dem Zylinder r= Rk, etwa 


um den Polbogen 
a Re 
== (5) 


voneinander abstehen, werden zu einer Windung zusammengeschaltet. Sowohl aus 
technologischen Griinden wie auch mit Riicksicht auf die mechanische und elektrische 
Festigkeit der Wicklungsképfe mu man diesen in je einem der beiden Stirnraéume 


T 
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auszufiihrenden Verbindungen eine Form geben, welche wohl kaum durch eine hin- 
reichend einfache, einheitliche geometrische Vorschrift geschildert werden kann. Um 
die hierdurch angezeigte Schwierigkeit zu iiberwinden, stilisieren wir die Gestalt der 
Stirnképfe entsprechend Abb. 2. Die Ankerleiter werden beiderseits ihrer Wohnnut 
je um das MaB + in die Stirnraume hinaus verlingert und dort durch einen Leiter- 
bogen vom Halbmesser R, und der Lange + 
miteinander verbunden. Mit der Zustimmung 
zu dieser vereinfachten Anordnung miissen 
wir uns freilich nicht allein auf gewisse 
quantitative Abweichungen zwischen den 
theoretisch zu erwartenden Erscheinungen 
und deren wirklichem Ablauf gefaBt machen, 
sondern wir verzichten auch grundsatzlich 
auf jene ,,Feinstruktur“ des Windungsschlus- 
ses, welche die individuelle Lage der jeweils 
betroffenen Windung im Wickelkopf zum 
Ausdruck bringt; das Ergebnis der folgen- 
den Analyse darf somit nur noch den Rang 
Moe romo des Ctandors.. welclier® die eines sozusagen statistisch aufzufassenden 
beschadigte Windung enthalt. J bezeichnet Mittelwertes beanspruchen. 
den WindungskurzschluBstrom Die allgemeinen Uberlegungen dieses Ab- 
schnittes zusammenfassend, ist also inner- 
halb der ,,Arbeitsraume‘‘ der Maschine die elektrische Feldstarke H mit der magneti- 
schen Feldstirke H durch die Maxwellschen Gleichungen des merklich leeren Raumes 
verkniipft. Wir modifizieren diese Aussage, indem wir den Feldtrager durch ein 
hypothetisches Medium von verschwindend kleiner Dielektrizitatskonstante ¢ ersetzen 


ees (6) 


Da sich dann mit dem Vektor der elektrischen Induktion auch der Maxwellsche 
Verschiebungsstrom annulliert, breitet sich in unserem hypothetischen Medium das 
elektromagnetische Feld instantan aus: Mit //, die sogenannte Permeabilitat des leeren 
Raumes bezeichnend, haben wir es fortan nur noch mit quasistationaéren Feldern 
zu tun, welche innerhalb ihres Existenzbereiches den vektoriellen, partiellen Differential- 
gleichungen 

rot H = 0 (7) 


0H 
rot H = —Il, =, (8) 


gehorchen ; zu ihnen treten die Kontinuitatsgleichungen der Elektrizitat und des 
Magnetismus, welche sich wegen (6) auf die eine Angabe 

div H=0 (9) 
reduzieren. 

Welche Bedingungen sind den Feldstirken H und H beziehentlich am Rande ihrer 
Existenzgebiete aufzuerlegen ? 

I. Langs aller ,nackten“ Flichenelemente der ferromagnetischen Kérper mu8 
aut Grund der Annahme (1) die jeweils tangentiell gerichtete Komponente der magne- 
tischen Feldstarke H verschwinden. 

2. Die langs der Hille der Stromleiter wirksame tangentielle Komponente der 
magnetischen Feldstarke wird von dem jeweils dort herrschenden Strombelag diktiert. 

3. Auf den Flachenelementen der gemafs (2) als vollstandig leitend gedachten Strom- 
bahnen bricht die tangentielle Komponente der elektrischen Feldstarke Z zusammen. 
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Das Primarfeld 


Unter dem Primarfeld (Index ‘)) verstehen wir das Feld allein der Laufer- 
stréme bei dauernd verschwindendem Stinderstrom; in technischer Terminologie 
schildert es also den elektromagnetischen Zustand der leerlaufenden Maschine 
vor Kintritt des Windungsschlusses. 


Im Einklang mit der iiblichen Bauart synchroner Wechselstromgeneratoren des 
hier untersuchten Typs setzen wir die radiale Weite 


She fe (10) 


des Luftspaltes als klein gegen den in (5) definierten Polbogen voraus 


b= R— By <22 =, (11) 
Seien gleichzeitig die Stirnréume derart konstruiert, da8 dort 
Reha (12) 
und 
b> (13) 


ausfallt, so darf der Anteil der primiren Stirnfelder gegen den Anteil des primaren 
Kernfeldes vernachlassigt werden, so da wir es fortan nur noch mit dem letztgenannten 
zu tun haben. 

Wir setzen voraus, daB sich der Laufer relativ zum Stander im Sinne wachsenden 
Azimuts mit der gleichformigen Winkelgeschwindigkeit Q drehe. Erginzen wir nun 
das standerfeste Bezugssystem der Zylinderkoordinaten z, 7, « durch das laufer- 
gebundene System der gestrichenen Zylinderkoordinaten 


a Pee PG = ae b, (14) 
in welchem die einheitliche Zeit 
t' =t (15) 


gemessen werde, so erweisen sich die Erregerstréme fiir einen im gestrichenen System 
postierten Beobachter als zeitfrei. Da sie tiberdies im Kerngebiet der Maschine parallel 
zu deren Achse gefiihrt werden, werden sie durch die ,,Lauferwicklungsgleichung* 


A) = A® (a’) (16) 


erschépfend beschrieben; in ihr bezeichnet A‘) («’) eine reelle, notwendig eindeutige 
Funktion des Azimuts «’, welche der verlangten Zahl von p =1 Polpaaren durch die 
Fouriersche Reihendarstellung 


Aah = oes t= 1 (17) 


angepaBt wird. Ihre Koeffizienten a) sind aus (16) mittels der Vorschrift 
1 r / —ipnea’ , 
a = 5 | A? (a!) et?" day (18) 
zu berechnen, welche nach Ersatz des ,,kinematischen‘‘ Azimuts «’ durch den ,,elek- 
trischen“’ Winkel 


n =p a’ (19) 
in 1 125 Pa. 1 wu n’ 
(p= (Oy PMIEN Faeianay Cee ee OD) (UN ray ' é 
” > cere elea dn = aq JAP (5) va Ce 
—px —-w 
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iibergeht. Mit a* den zu al? konjugiert-komplexen Wert bezeichnend, folgt aus 
der Realitat der Funktion A‘) («’) die duale Relation 


gee (21) 


Uberdies unterwerfen wir das System der Erregerstréme der ,,Vollstandigkeits- 
bedingung“ 
toh ine 22 
aq [AD eda’ =0, (22) 
welche gemaB (20) die Aussage 
ay = 0) (23) 
nach sich zieht. 

Auf Grund ihrer Wirbelfreiheit kann die primare magnetische Feldstarke H‘) aus 
einem relativ zum Laufer zeitfreien magnetischen Skalarpotential y™ hergeleitet 
werden. Unter nochmaliger Berufung auf (11) diirfen wir nun die ,,Randeffekte“ des 
Kernfeldes in der Umgebung seiner Grenzebenen 2’ = + }/ auBer acht lassen, so dab 


sich, mit der hierdurch angezeigten Genauigkeit, innerhalb des Gebietes |z’|< 41 
das Potential gy” auf die von 2’ unabhingige Funktion 
pt) =) (r’, a’); —tl<2’<tl (24) 


reduziert; aus ihr berechnen sich die (physikalischen) Komponenten der magnetischen 
Feldstarke mittels der Differentialproportionen ; 
1 ag) 


(py See 
Ay ihe heel ay 


Gy 0 pl) ; (Ae A pl) ; 
He He (25) 


Zz or’ ? 


Da das magnetische Feld keine Quellen besitzt, geniigt py”, der Laplaceschen 
Gleichung 


ap). 1 agi?) 1 a2yplr) 
2 
or’ : Oi Tr 2 0a"? == (26) 
unter den Randbedingungen 
1 dl?) : , . 
a ae = A®) («’)in r’ = R,; Os a<2a (27) 
und 
1 ap) wale eins 
Sr gr ee ne hey Ole atm, (28) 


Mit Riicksicht auf die Kigenschaft (23) des Erregersystems setzen wir das gesuchte 
Integral der Laplaceschen Gleichung in Gestalt der ,,liickenhaften‘‘ Fourier-Reihe an 


=1 
R n “ n y A 
gp?) = ee ( =" bra (z-\" | eipna Bye 


n=-—co 


29 
4 yy) (ey (z)"" gibna’ ga 
mm lie Re} | ‘ 


welche die Randbedingung (28) fiir alle endlichen Werte der Koeffizienten y*) identisch 
betriedigt; diese selbst folgen somit durch Vergleich von (17) mit (27) zu 


(p) __ ay) Re 
(ee a 
apn Soy (ee 
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Erginzen wir diese Formeln durch die nur formale Angabe 
yl? =0 (31) 


und kehren mittels der Transformation (14) zum standerfesten Bezugssystem zuriick, 
so finden wir also fiir das Primarpotential, welches von einem am Stinder fixierten 
Beobachter registriert wird, die nunmehr explizit von der Zeit t abhingige Darstellung 


goa Syol(BY"= (geen es 
n= —00 a 
Sie schildert das Zusammenspiel abzihlbar-unendlich vieler Drehfelder, welche 
simtlich mit der einheitlichen, gleichformigen Winkelgeschwindigkeit 2 im mathe- 
matisch-positiven Sinne umlaufen; insbesondere entnehmen wir ihr die (physikalische) 
Radialkomponente der primaren magnetischen Standerinduktion zu 


dp!) 
or 


Oe ey 
TT [Hr®)],_r,= fife | ant TT # V1") pn eipn(a—Q1), (33) 
Tr=h2Q / —_ 


n= —co 


Nun diirfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit die Meridianebene «= 0 
des standerfesten Bezugssystems mit der Symmetrieebene der kranken Windung 
identifizieren; diese umfaBt somit den primiren magnetischen InduktionsfluB 


pots 


Oo) =IT-1- R, fepey Berg ey ai) Pr sin(Fm)einm, (34) 
Tp 

Hiernach annullieren sich alle harmonischen FluBkomponenten gerader, positiver 
oder negativer Ordnungszahlen n mit Einschlu8 der Null. Allerdings ist diese Angabe 
fiir alle n $0 auf die ,,gemittelte“‘ Standerwindung der geometrischen Higenschaft (5) 
beschrankt, waihrend jede Windung, welche von dieser Norm abweicht, im allgemeinen 
auch geradzahlig-harmonische Flu8komponenten umfassen wird; da wir jedoch diese 
, Feinstruktur‘‘ nach Ubereinkunft auBer acht lassen, reduziert sich (34) mit Riicksicht 

auf (21) und (30) zu 


@O(r) —74 17-41 Pa psa 1)" [yea BP emT Ot Pr 4 ik Qm+ eset : (35) 
= 


Falls man insbesondere den Lauferstrombelag der Symmetrieeigenschaft 
Pa Aa A ee) (36) 
unterwirft, folgt aus (20) und (21) die Aussage 


a 1 =52 jae -) c08 ( 2m +1 Lyn dx! = ay. (37) 


Da diese Relation vermége (30) und (31) die Gleichheit 


ye == ar ea 07 (38) 


nach sich zieht, vereinfacht sich (35) zu 


Oo = 11-81 Y*(—1)" yf) sin p(2m+1) Qt. (39) 
m=0 
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Zu (35) zuriickkehrend, setze man 


FY ., = 1+ 81-(—1y Pyar Pas (40) 
sowie 
(p) PP Ore 
(p) Me rah aps (41) 


Aim +1 = are tg— (hy 
i A Vin et im 


Fiihrt man dann mittels der Relation 
(=e pase (42) 


die Grundfrequenz der periodischen Flu8schwankungen ein, welche zufolge ihres 
starren Verhiltnisses zur mechanischen Winkelgeschwindigkeit 2 des Laufers die 
Synchronmaschine als solche definiert, so wird also der primaire InduktionsfluB der 
kranken Windung durch die Fouriersche Reihe 


CH= SFY ,.8in{(2m+1) ot— yh 44} (43) 
m=0 
dargestellt; nachdem ihre Konstanten im vorstehenden auf die Geometrie des 
Maschinenkernes und die elektrischen Daten des Erregerstromsystems zuriickgefiihrt 
wurden, gelten sie fortan als bekannt. 


Entstehung des Sekundiarfeldes 


Auf Grund seiner zeitlichen Veranderungen erzwingt der magnetische PrimarfluB 
(+) = Pl) (t) langs der vektoriellen Linienelemente d s der ihn umfassenden Windung 
die primare elektrische Umlaufspannung 


d Dt) 
dt 


U® = (HM ds) = — (44) 
Da wir jedoch die (ideelle) Oh msche Leitfahigkeit aller Strombahnen als unbegrenzt 
hoch vorausgesetzt haben, vernichtet der KurzschluB jener Windung ihre resultierende 
elektrische Umlaufspannung: die kranke Windung wird zum Trager eines Kurzschlu8- 
stromes J, dessen magnetisches Zusatzfeld also vermége der induktiven Wirkung 
seines Flusses die primare elektrische Umlaufspannung genau zu kompensieren hat; 
es definiert das Sekundarfeld (Index ©), welches sich wegen der Linearitaét der 
Feldgleichungen dem Primarfeld ohne gegenseitige Stérung iiberlagert. Mit dem 
Symbol U6 die resultierende Umlaufspannung bezeichnend, erfassen wir somit die 
Genetik des magnetischen Sekundarfeldes formal in der Differentialgleichung 


d Dlr) d D(s) 
de ra a= 0. 


Ue= US +U8 = o{(B + BO) ds} = (45) 
Bei ihrer Integration beschranken wir uns auf jenen ,,Dauerzustand’, welchem das 
System nach Ablauf der im Kurzschlu8zeitpunkt t= 0 beginnenden Ausgleichvorginge 
in der Grenze t ~ co zustrebt. Die fritihere Annahme unendlich hoher Ohmscher Leit- 
fahigkeit der Strombahnen zur Voraussetzung eines zwar infinitesimal kleinen, doch 
gewils nicht verschwindenden Widerstandes abschwachend, befriedigen wir (45) durch 
die vom Anfangszustande unabhingige Partikularlésung 


Dr) + OS) — 0, (46) 


welche somit in jedem Augenblick die Kompensation des primaren magneti- 
schen Induktionsflusses durch den sekundaren verlangt. Schreiben wir 
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Po Ey PY) or 3 (47) 
so folgt daher als (43), (46) und (47) fiir den sekundaren Flu8 der periodische Verlauf 


OO Fy sin {2m 4: 1) otayP..,\. (48) 
Unter abermaliger Berufung auf die Linearitat der Feldgleichungen setzen wir 
hiernach den DauerkurzschluBstrom J —=J (t) in Gestalt der Fourierschen Reihe 


Pa Fs, sin (ml) ot 7 14} (49) 
m=() 
an, deren zeitfreie Koeffizienten J,,,,, die harmonischen Stromamplituden beziehent- 
lich der Ordnungszahl (2 m + 1) schildern; diese sind ihrerseits mit den je gleichnamigen 
Amplituden FY) ,, des Sekundarflusses durch die linearen Gleichungen 


Fie = Lom41J2m41 (50) 


verkntipft, in welchen die Konstanten Z,,, ,,;das System der Induktivitaten (2m + 1)- 
ster Ordnung der kurzgeschlossenen Windung definieren. Bei der expliziten Berechnung 
dieser Induktivitaten hat man das sekundire, vom KurzschluBstrom erregte Magnet- 
feld auf Grund der Struktur unseres Maschinenmodells in zwei Anteile aufzuspalten, 
innerhalb deren sich wesentlich voneinander verschiedene physikalische Vorginge 
abspielen : 


1. Das Sekundarfeld des Kerngebietes ist mit der Lauferwicklung induktiv 
verkettet. 

2. Das Sekundarfeld der Stirngebiete entwickelt sich merklich unabhangig 
von den Vorgingen im Laufer. 


Ungeachtet dieser qualitativ fiir alle harmonischen Teilfelder einheitlichen elektro- 
dynamischen Eigenschaften haben wir deren quantitative Beschreibung fiir jede 
Ordnungszahl (2 m-+1) getrennt durchzufiihren. 


Das sekundare Kernfeld 


Auf Grund der Konstruktionsvorschrift (11) offenbart das sekundare Kernfeld 
in allen Ebenen z= const. seines Existenzgebietes |z|< 4/ merklich die namliche 
Struktur. Um allerdings diese vorerst recht verschwommene Aussage zur Grundlage 
einer exakten mathematischen Analyse zu machen, haben wir uns eines Kunstgriffes 
zu bedienen. Das Kerngebiet werde gedanklich aus der Maschine gelést; seine Flanken 
mégen nunmehr mit je einer elektrisch vollkommen leitenden Kreisscheibe ausgeriistet 
werden, welche ihrerseits beziehentlich mit den dort endenden Standernutenleitern 
der kurzgeschlossenen Windung, doch nur mit diesen, galvanisch verbunden ist. In 
diesen flachenhaften Zusatzleitern entwickeln sich dann elektrische Strome von genau 
soleher Verteilung und Starke, daB das magnetische Sekundarfeld auferhalb des 
Kerngebietes identisch verschwindet, waihrend es innerhalb des Kerngebietes, wie 
verlangt, unabhingig von der Lage der jeweils gewahlten Kontrollebene z= const. 
ausfallt; iiberdies erginzen erst jene Flachenstrome die beiden, innerhalb allein des 
Standers ja zunichst ,,offenen“‘ Stromstiicke zu dem in sich geschlossenen Stromkreis, 
welchen das Erste Kirchhoffsche Gesetz als Existenzbedingung eines jeden quasi- 
stationaren magnetischen Feldes verlangt. Zur expliziten Berechnung des nunmehr 
als physikalisch realisierbar erwiesenen Kernfeldes bilden wir das zweidimensionale 
Ringgebiet 

Re=<7T= hoy =n esa (61) 
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einer individuellen Kontrollebene z= const. des Bereiches |z| < $1 mittels der kom- 
plexen Transformation 


R 
etiy=i k,n (52) 


(i =f 1) konform auf eines der abzahlbar unendlich vielen kongruenten Rechtecke 


—pt=—R,a<2<Rh,xn=pt mod2pr 
1 \ 53 
02<y2t= hn; | (53) 
jee 
Re 


ab, welche nach Abb. 3 in der Ebene der orthogonalen Koordinaten (x, y) aufgespannt 
werden. In dieser wird der vollkommen permeable Stander der Maschine durch das 

Halbgebiet y < 0 und ihr 
| Umeginarechse gleichfalls  vollkommen 
| permeabler Laufer durch 
das Halbgebiet y > d geo- 
metrisch reprasentiert; 
fiir die Weite d des trans- 
formierten  Luftspaltes 
liefert (53) die Grenzaus- 


sage 
47 lim d= 9; 
| 5 (54) 
=a = OO), 
eet 
LdUTEL ; AS ie 
; saci Y ~ welche es haufig gestattet, 
Es Z (ONO ty pralktisch ausreichen- 
. ——————— Rt - der Genauigkeit den wah- 
ren Luftspalt 6 mit dem 
Abb. 3. Konforme Abbildung des Kerngebietes transformierten zu_ ver- 
tauschen. 


Um uns weiterhin von der jeweils gewahlten Form der Staéndernuten und der mehr 
oder minder zufalligen Lage des gerade kurzgeschlossenen Leiters innerhalb seiner 
Wohnnut zu befreien, ersetzen wir ihn durch ein vollkommen leitendes, infinitesimal 
diinnes Band von der Breite » der Nutendffnung, welches nach Abb. 4 auf der glatt 
gedachten Standeroberflache derart befestigt ist, daB seine Achse mit dem Zentrum 
der wahren Nutenéffnung koinzidiert; wir erginzen diese geometrischen Angaben der 
Kurzschlu8bahn durch die Annahme ihres ja gleichformig iiber die Bandbreite ver- 
teilten ,,sekundairen“ Strombelages A“) nach Abb. 5, dessen Augenblickswerte A ) (t) 
also immer aus dem gleichzeitigen KurzschluBstrom J (t) mittels der Relationen 


1 ey 
AO ()=4+—J (t) fir +3" 2 2 41>" mod 2pr (55) 


hervorgehen. 

Um von der nichtanalytischen Darstellung (55) zu einer analytischen zu gelangen, 
welche als solche fiir alle x giiltig ist, richten wir unser Augenmerk vorerst lediglich 
auf die Gesamtheit der ,,positiven“, in 2 = + mod 2 pt zentrierten Bander; ihren 


Strombelag der Deutlichkeit halber durch das Symbol A) + (t, ~) bezeichnend, stellen 
wir ihn durch die Fouriersche. Reihe 
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As) (t, x) (i) Sal oi” (56) 


n=-a 


dar, deren Koeffizienten a“* sich aus (55) durch Integration langs (— pt) < x<przu 


t+yv 
2 ut : 
ee 1 a: rays sin 72 ox 
= pt — ° ae 
eee dx 2pt e TV (57) 
—— ‘Qpt 


berechnen. Auf dem gleichen Wege finden 
wir fiir den Strombelag A\)~ (t, 2) der in 

Tt : s 6 
i= 5 mod 2 pt zentrierten ,,negativen 
Bander die Fouriersche Reihe 


Abb. 4. Ersatz des Nuten- 


leiters durch ein Stromband Abb. 5. Raumliche Verteilung des Strom- 
am glatt gedachten Stander belages lings des Standerumfanges 
1 ae (ne 
AG= (a= ——J (t) Dae "se (58) 
n=-—co 
mit 
i sinn ~— 
Ct lees 
(pg: Se aa ea 
Gr nie Spr 2s a (59) 
nN —_——_——_ 
2pt 


Aus (56) und (58) resultiert die gesuchte analytische Darstellung des sekundaren 
Gesamtstrombelages 


mtn ae ra 
A® (x, th =AO* (x, t) + AO-(z,t)= rie nee ay sing, ¢ Dae (60) 
2pt 


so daB sich also die (raumlichen) Teilfelder der Ordnungszahlen 
| == 4p} Spy OS (2 py 4 ps ae (61) 


annullieren; ungeachtet dieses Tatbestandes bleiben wir aus formalen Griinden vorerst 
bei der allgemeinen Darstellung (60) stehen. Ubertragen wir dann die zeitliche 
Spektralanalyse (49) des Kurzschlu8stromes mittels des Ansatzes 


A (x, N= SAD 4 (x, t)= ph %) (a): sin{(2m4+1)ot—yx,4} (62) 


Ingenieur-Archiy XIV/1 3 


34 F. Ollendorft: 


auf den Strombelag, so folgt aus (60) fiir dessen zeitlich harmonische Komponente 
der Ordnungszahl (2m-+1) die raumliche Fourierzerlegung 


eaten 1 eon ae ets () 63 
AS ah) = = ey mer ay ee sin{(2m+1)mt—ys,1}> (63) 
ety "pr 


welche wir auf zwei unterschiedlichen Wegen kinematisch deuten: 


1. Jeder Posten der Summe (63) reprasentiert eine (komplexe) stehende Welle 
oder, anders ausgedriickt, die Summe zweier reeller, stehender Wellen je der Lange 


1 1 
An = 7, 2pt = 7,20 Ry. (64) 


2. Die Funktion sin {(2m+1)wt—y¥),,} in ihre konjugiert-komplexen Kom- 
ponenten aufspaltend, finden wir zunachst 


< TV 
co SIN 2 (f) 
(s) J2m+1 Apts ma i[nZ2— (em +iottay, ies 
Axn +1 (%,t) = Bee ea, " ae ey ee 
2pt 
() 
gilts t emt narra, sal} (65) 
und wenn wir nun je zwei Posten der Ordnungszahlen (+ n) paarweise zusammenfassen 
: VY 
ah <2 opt nm nit (p) 
(s) a, Yipee . | rode 3 \ 
Axn +1(%, Fetters >» xy SIND» C8)" a7 (2m + 1) wt+ Y2m414 (66) 


Hier beschreibt jedes Reihenglied ein (reelles) Drehfeld beziehentlich der Phasen- 
geschwindigkeit 


2 1 
Tepe hoe qt 2m+1 o=t*™t*Q= ‘Ripe ae! ) 


Tt n 4 n 


(67) 


Obwohl die beiden in Parallele gesetzten Auffassungen aus einer mathematischen 
Identitat hervorgehen und daher einander vollig gleichwertig sind, bevorzugen wir 
aus physikalischen Griinden zunachst die letztgenannte, welche zu einer fundamentalen 
Klassifizierung der von ihr beschriebenen Komponenten-Drehfelder fiihrt: 


1. Geniigt die Ordnungszahl » der Auswahlregel 
n=p(2m+1)=n,, (68) 
so resultiert aus (67) die Phasengeschwindigkeit 
(ye segue Cee OM (69) 


welche genau mit der Wandergeschwindigkeit des Primarfeldes lings des in die 
x-y-Ebene transformierten Standerumfanges iibereinstimmt: Die entsprechende Dreh- 
feldkomponente des Sekundarfeldes definiert dessen Synchronanteil, der als solcher 
relativ zum Laufer ruht; durch das Zeichen n, haben wir diesen Sachverhalt vor- 
greifend symbolisiert. 


2, Allen Ordnungszahlen n, welche der Ungleichung 
Nh = Ns (70) 


unterworfen sind, korrespondieren asynchrone Drehfeldkomponenten, welche sich 
relativ zum Laufer bewegen. 


Der WindungskurzschluBstrom groBer Synchronmaschinen 35 


Wir fragen nach der Struktur der sekundaren magnetischen Drehfelder jeweils der 
zeitlichen Ordnungszahl (2m-+1) und der raumlichen Ordnungszahl n. Zu ihrer 
Beschreibung bedienen wir uns des Ee Vektorpotentials, dessen einzige, 
von Null verschiedene Komponente V$),,,,, parallel zur positiven Zahlrichtung 
des Stainderstrombelages weist und in jeder Ebene z = const. ihres Existenzbereiches 
der Laplaceschen Gleichung 

VS 7 eave 


2m+1,n a (71) 
0x? dy? 


genigt; aus ihrer Losung gehen die beziehentlich achsenparallelen Komponenten 
der magnetischen Feldstarke H“) mittels der Differentialoperationen 


(s) 
il ON n, H®) a 1 to] Van (72) 


H® — 
He ay Z Io ae 


hervor. 
Zuerst beschaftigen wir uns mit dem RS Anteil des Sekundarfeldes. 
Nach (66) und (68) reduziert sich sein Strombelag A$? ,,,,, auf 


sin (2m + 1) ae hee 
sin (2m + 1)> 5 00s |(2m +1) (2 — wt) +a. 
(73) 
Da nun das Synchronfeld die Erregerwicklung des Laufers nicht zu induzieren 
vermag, muB gemafs (1) die Tangentialkomponente der zugehdrigen magnetischen 


Feldstarke lings des Laiuferumfanges verschwinden: Das Vektorpotential V3, ,,,,, 
unterliegt den Randbedingungen 


J2m+1 
pt 


( 
ASI aaa 9 ; mv 
(2m + Lo 


1 av) 


2m Ar Ns (s) 17 
TE i = aa, tur yO (74) 
und 
] asecy 
m Ns ts ee — 75 
Eo See 0. firg—d. (75) 


Um zunachst (75) zu befriedigen, integrieren wir die Laplacesche Gleichung nach 
Wahl einer vorerst noch beliebigen Konstanten C$, ,,,, durch die Funktion 


Fe 
Vag OO cos {(2m +1) (™* — ot) ae | cosh (2m + iy = Y) (76) 
Aus (73) und (74) folgt dann die Angabe 


j sin (2m +1) 2” 


J2m De I T 
Care. =I] a a sin (2m + 1) 9 nd’ (77) 
(2m +1) 5 a (2m-+1)sinh (2m +1) —— 


mit welcher das gesuchte Magnetfeld nunmehr bekannt ist. 
Wir gehen zur Gesamtheit der asynchronen Sekundardrehfelder itiber, 
welche je mit dem Standerstrombelag 


J2 150 83 NI To \ 
48 = 2Pt sin 5 cos {n= — (2m +1 Jot + 7...) (78) 


3% 
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genetisch verkniipft sind. Daher unterliegt das Vektorpotential VS. .4,, dieses 
Drehfeldes in Analogie zu (74) der Standerrandbedingung 


( 
1 OW aes 


Se fir y=0. (79) 
IT, ay 2m+1,n Yy 


Im Gegensatz zur Passivitét der synchronen Sekundarfelder relativ zum Laufer 
rufen jedoch die asynchronen Felder vermége ihrer Schlupfbewegung in der Erreger- 
wicklung zusaitzliche Stréme hervor. Da nun gemaB (2) das elektrische Feld an 
der Lauferoberfliche durch die Erregerstrombahnen vernichtet wird, muB ebendort 
auch seine Ursache, die normal zur Lauferoberfliche weisende Komponente der 
magnetischen Induktion, verschwinden: Im Hinblick auf (72) ist VS, .1,, der Laufer- 
randbedingung 

be Va +1,2 


ca ie 0 fiir y (80) 


zu unterwerfen, welche sich von (75) wesentlich unterscheidet. 


Um zuniachst (80) zu befriedigen, integrieren wir die Laplacesche Gleichung durch 
die Funktion 


UX 
bf ae — 
pt 
fiir deren amplitudenbestimmenden Faktor C$, ,, aus (78) und (79) die Angabe 


5 s ° a (d — ) 
Vo et ON ae cos { (2m+1)@t+ 141} sinhn =CE", (81) 


sin n 
Ge) a5 5 J2m+1 De ne pt (82) 
CH REE VS Saint MS 2 mv 2p ad 
n—— mn cosh n — 
2pt pt 


resultiert ; mit ihr sind somit auch alle asynchronen Drehfeldkomponenten des Sekundar- 
feldes bekannt. 

Wir erganzen die vorstehende Analyse des sekundaren magnetischen Feldes durch 
die Berechnung seiner (Freien) magnetischen Energie W, die wir in folgenden 
Schritten durchfiihren: 

1. Die Energie W$),,,, des synchronen Drehfeldes der Ordnungszahlen 
(2m-+1; n;) besitzt den zeitfreien Wert 


pt 


§ 1 Ss S§ 
W3>, 415m = 2 (Ae eee -de= 
—pt 
83 
He sin (2m +1) 3") a. OR 
5 ant cotgh (2m +1) at 


(2m +1) mp (2m + 1) 


2. Das asynchrone Drehfeld der Ordnungszahlen (2 m +1; + n,) enthilt die gleich- 
falls konstante Energie 


pt 
) prea f 
ES Pcie aon pene (Vaeoan een Ls Oot 
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und insbesondere fiir die raéumliche Ordnungszahl n= —n, 


: Mv i2 
sin (2m + 1) 5 1 Wee ‘ nde 
x» |np mai) ea (2m +1) — 


es IT 
Wants —m = 5 J om 41 
(2m +1) 5 (85) 
Wea a teht (2m yet 


3. Wir bilden die wechselseitige Energie WS, , 44, +n GES ee Delnees A ee 
mit dem am Stinderumfange gemessenen Vektorpotential V$),,,_,, also den 
Integralausdruck 


pt 
1 
Wess, Sea ron ees +n Wire 2a ob ; dx, (86) 
pt 


fiir welchen genau in folgenden Fallen ein zeitabhaingiger, von Null verschiedener 
Wert resultiert: 


a) Bei der Wahl n=n, findet man mit Riicksicht auf (73), (81) und (82) 


2 sin (2m +1) 27] 
. ane ey eee ¥ l ad 
Ve, +n 2 pt Qm +12 xp m+ 1) 8h (2m + 1) z 
pt 27 
: f cos {(2 m+ 1) (= —wt) + 141} cos |(2 m-+1)(™* tot) —¢P¢1}de= 
aa wy 72 
sin (2m + 1) —— 
LUE 2 1 d 
= I om 1 ks at ents (2m +1) *— cos 2 {(2m+1)ot—yS a} 
(2m + oF 
(87) 
B) Sei n=—n,, so entsteht im Hinblick auf (76), (77) und (78) 
eV 2 
I,J: ee aie ees nd 
ae = oy eee ails cotgh (2m+1)— 
Bs ns p(2m-+ 1) 5 
: Pe (2m + 1) >— 


— 


+ { cos {2m +1) (% + wt) — 1041} cos{(2m +1) (%2 — ot) +22 ,:}de= 


6% 


IL sin (2m + 1) 5 : 1 nd i 
SEL ives a2 
og I ai 41 eee apm py tgh (2m + 1) : cos 2{(2m-+ 1)wt— yi? 4}. 

2T J 
(88) 
y) Fir n + +n, erhalt man mit Hilfe von (78), (81) und (82) 
F : v 2 
; TpJ2m+1 |" 2pt . nx _t ad 
Worat,an = Wor41, 52 = ae pt ny on 2p hog 8h” oe 
"Ipt 

i (89) 


- {cos {n5= —(2m+1) ot+ gr4a} cos (n52 + 2m+lot—7) ,i}de = 


2 


4 


i he: Qprt . na| t ad , ; 
rep ama = sin 55 an tgh cos 2 {(2m + 1) wot—yP ,1}. 
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Wir fassen zusammen: ‘ 
1. Die Freie Gesamtenergie W$),. ;, in| Aller Felder der raumlichen Ordnungs- 
zahlen n= +n, erreicht die Grobe 


(s) (s) hats 
We, +A, |ns| — Wen faded Wer, ida Wot Woes 


ani: = 
I, 27 l md see Poa a) 
ges (2m +1) = ap maT eh Gare, 1 oem a! a (90) 
27 


-2 sin? {(2m-+1) Ob wal 
2. Die Freie Gesamtenergie W$?, , 1, in| aller Felder je der Ordnungszahlen +++”, 
gleicht dem Werte 


(s) (s) me 
Ye teil We caat Wedy e- Wy pete a Won+1,42= 


2 


sin n 7 (91) 


Le Didie. 5. “isa \\ anih oe (p) 
a sn <P sin 55 anv tghn 72 sin? {(2m+1) wt — yf) 44}. 
Pope 


3. Als Freie (asynchrone) Quasienergie W$),", 1,\n| ler Felder der Ordnungs- 
zahlen |n,| bezeichnen wir den aus (91) durch den formalen Prozel nn, hervor- 
gehenden Ausdruck 


2 


sin (2m + 1) 5 


* II, ad 
Wt, inet = W844, Jo) pee = Uae 4 2tgh (2m + 1)——- 


l 
(2m +1) 2” ap (2m + 1) 


- 2sin? {(2m+1) ot —yP .4}. 


(92) 
Die durch (90) gegebene, wahre Energie dieser Felder iibertrifft somit die Quasi- 
energie um das Mab 


AU hate ih SA ees here ye | 
TY je 
sin (2m + 1) —— 
jib Qt I 2 
eye -2sin? {(2m+1) wt—y¥,, 1} 
Q %2m+1 X2m+1S- 
(2m +1)" Beale) sinh (2m-+1)7=4 


(93) 

4. Durch Summation iiber alle raumlichen Ordnungszahlen (—- oo) < n < oo finden 

wir die Freie Energie W$?,,,, welche mit der (2 m-+1)-sten zeitlichen Fourier- 
komponente des KurzschluBstromes gekoppelt ist, zu 


Wee ky = AWS? ein + DS Wal aca: (94) 


Nun ist der Anteil LY), , der Induktivitit L,,,,,, welcher auf das Kerngebiet der 
Maschine entfallt, im Lichte des Ansatzes (49) energetisch durch die Gleichung 
; lie oa ee 1s 
Wo 41 a bs Jom 41 Sin? {(2m + 1) wt — tena} (95) 


definiert. Mit Riicksicht auf (91) und (93) regultiert somit fiir Le 41 die Formel 
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: mv ]2 
am = 4 sin (2m + 1) re 1 
Lam +1 = Ihls cae 2nd z 
(2m +1) 5— | p(2m + 1)sinh (2m + iy eae 
F uY 2 (28) 
= ore nau} 1 ad 

Tins ae iS) 2p n ehne 

2pt 


Obwohl wir mit ihr beziiglich der Kenntnis des sekundiren Kernfeldes formal 
unser Ziel erreicht haben, konvergiert doch die auftretende Reihe in der Regel so 
langsam, da8 sie fiir praktische, numerische Rechnungen ungeeignet ist; wir miissen 
daher nach Wegen Umschau halten, welche uns zu einem hinreichend genauen 
Naherungswerte jener Reihensumme verhelfen. 

Wir setzen abkiirzend 


one Oe oe ein (27a D) ange ye) Gah (97) 
Im Lichte der Definition (93) schildert dann die Differenz 


(s) (s) l Ade OTS nz) 1 ad 
2 ; 
Wein +1 — 7A LG eater eh =Ih=> J om41 (t) a Py a sin 2p a tghn (98) 
n= —co n 
2pt 


die Freie Energie eines magnetischen Feldes der zeitlichen Ordnungszahl (2 m-+ 1), 
dessen normal zur Lauferoberfliche weisende Induktionskomponente ebendort ver- 
schwindet. Gema8 (72) ist daher sein Vektorpotential V$) ,, mit dem erzeugenden 


Strombelage A$? ,, (x, t) durch die Stainderrandbedingung 


1 avs? af S +s 
a Fis = — AS) ,,(,t) fir y=0 (99) 


verbunden, wahrend am Laufer 


a VS) 
pears) fubyd (100) 


gefordert wird. 
Aus technologischen Griinden bleibt die Nutoffnung » stets schmal im Vergleich 
zur Polteilung + 
y ST. (101) 


ca 


Wir verscharfen diese Ungleichung voriibergehend zu der Grenzvorschrift 


es (0, (102) 


Tt 
welche die friiher in 7 =+ > mod 2 pt zentrierten Strombander beziehentlich 


der Durchflutungen + J2,,+1 (¢) in zwei ebendort liegende Wirbellinien der namlichen 
Intensitaten tiberfiihrt. 

Die mittels dieser Angaben im Verein mit der Laplaceschen Gleichung bestimmte 
Aufgabe der Potentialtheorie laBt sich mittels der Thomsonschen Bildermethode 
auf das Magnetfeld eines ,,eisenfreien‘* Systems zuriickfiihren. Im AnschluB an Abb. 6 
schildern wir zundichst die Wirkung der Standeroberflache, indem wir, nach 
Ersatz des vollkommen permeablen Halbraumes y < 0 durch einen gleich gelegenen 
der Permeabilitat ~=1, die Durchflutung beziehentlich jedes in der Ebene y=0 
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gelegenen Wirbelfadens verdoppeln. Um sodann die Elektrodynamik der Laufer- 
oberflache zu erfassen, vertauschen wir auch den gleichfalls vollkommen permeablen 
Halbraum y>d mit einem gleich gelegenen der Permeabilitat «=1 und spiegeln 
das vorgenannte Stromsystem unter Richtungsumkehr jedes Einzelwirbels an der 
Ebene y=d. Das entstandene, virtuelle Stromsystem erster Ordnung bedarf nun 
seinerseits, mit Riicksicht auf die magnetischen Eigenschaften der tatsaichlichen 
Stiinderoberfliche, der Erganzung durch ein virtuelles Stromsystem zweiter Ordnung, 
dessen Einzelwirbel aus jenen des virtuellen Stromsystems erster Ordnung durch 
geometrische Spiegelung an der Ebene y=0 unter Wahrung der Wirbelrichtung 
hervorgehen. Durch sinngemafe Fortsetzung dieses Verfahrens entsteht in der a-y- 


= ey. ae E 
apite ape nn op 2 
a5 oF a oF 
Bd f eh lf —2/ 74a —25 
© 4) © @ © ® 
—2/ 2d —2/ Db df == ah 2 Sh 
® Oo) ® © k ® (0) 
wall = idl al —— 2 Dal — 2s 
© ® © ® 2d © ® 
hed. Die = of role Sic) yar) | 
® © ® © ¥ ® © > 
KF SH a 
a. —2 J nell —2J we 8 = PS 
© ® © ® 2d © ® 
c t 
2pt — le 2pt — > ss = 2pt 
—2S Doll —2' J tel f —2J 2 
® © 4) 0) ¥ ® © 
Die —2' J Nf —2/ 2: —2/ 
© ® © ® © ® 


Abb. 6. Doppeltperiodisches Wirbelsystem zur approximativen Berechnung des Kernfeldes 


Ebene ein doppelt periodisches Wirbelsystem; wir zerlegen es in zwei je doppelt 
periodische, in sich elektrisch abgeschlossene Einzelsysteme: 


1. Das ,,positive System besteht aus der Gesamtheit der Wirbel [-+ 2 J (é)] an 
den Orten 


ai => mod 2p7; y.=0mod 4d (103) 


und der Gesamtheit der Wirbel [—2J (¢)] an den Orten 


T 


“=> mod2pt; yy, =2dmod 4d. (104) 


2. Das negative’ System besteht aus der Gesamtheit der Wirbel [—2 J (t)] an 
den Orten 


T — 
%_—=— 3 mod 2 pr; y-=0mod 4d (105) 
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und der Gesamtheit der Wirbel [+ 2 J (t)] an den Orten 


x! = — mod 2 pr; y- =2dmod 4d. (106) 
Wir beschaftigen uns zunichst nur mit dem positiven System und gehen durch 
die Paralleltransformation 


zu den im Wirbelfaden + J (¢) zentrierten Koordinaten (£, 7) tiber, welche wir zu der 
komplexen GauBschen Koordinate 


C=E+14 (108) 
zusammenfassen. In ihrer Ebene erginzen wir die aus dem sekundaren Teil-Vektor- 
potential V“) +— V)+ (€, 7) des positiven Systems gebildete, rein imaginaére Funktion 

jot =i ot (En) =— 7p VO (Bm) (109) 

durch ihre ,,konjugierte‘‘, reelle Funktion 
ut=ut (8, 1) (110) 

zu der komplexen, analytischen Funktion 
prapt ()aut+ior. (111) 


Zufolge der ut mit vt wechselseitig verkniipfenden Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen 


aut aot aur ov 


eda i ane So (112) 
folgt nun aus (72), (107) und (109) 
Our ls) +. OUT ys) + 
ge 4H: > Req os oe) (113) 


so daB sich ut als das magnetische 
Skalarpotential des zu untersuchenden 
Feldes erweist, wahrend v+ dessen Strom- 
funktion definiert; diese gleicht also 
zufolge (109) dem negativen Werte des 


durch JJ, geteilten Vektorpotentials. Abb. 7. Formulierung der Randbedingungen in 
Langs der Kontur des Rechteckes der = (&+%7)-Ebene 


A=(—pt,2d); B=(—pt,0); C=(+pt,0); D=(+pt,2d) — (114) 
nach Abb. 7 unterliegt das komplexe Potential y+ den einfachen Randbedingungen 


E=+ pT; 2d>y>0 ut=+4J (ft). (115) 


Um sie zu befriedigen, rufen wir die komplexe 
q=r-+is (116) 


Ebene zu Hilfe und suchen das im mathematisch-positiven Sinne umlaufene Innere 
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. des in der ¢-Ebene vorgelegten Rechteckes konform auf die positiv-imaginare q-Halb- 
ebene derart abzubilden, daB die Ecken A, B, C, D nach Wahl des vorerst noch 


unbekannten, reellen Moduls 
k<1 (117) 


gemaB Abb. 8 beziehentlich in die Punkte 


1 
SS re=——l1; fo=+1; p= (118) 


der r-Achse iibergehen. Die gewiinschte Transformation gentigt der Schwarz-Chri- 


stoffelschen Differentialgleichung 


dct 1 
aq V(1 — q*) (1 — Hg?) 


in welcher C eine gleichfalls vorerst unbekannte Mafstabskonstante darstellt. Durch 


5 k’=J1—k? (120) 


den zu k komplementaren 
Modul einfiihrend, seien 
K(k) und K’'(k) = K(k’) 
die beziehentlich zu k und 
k’ gehorigen, vollstandigen 
elliptischen Integrale er- 
ster Gattung. Durch die 
hintereinander langs der 
Strecken O0<r<1 und 


Abb. 8. Transformation des Potentialproblems in die komplexe i 
q=(r+is)-Ebene l= f< z, der r-Achse aus- 


gefiihrten Integrationen 
der Gleichung (119) folgen dann fiir die Daten des Rechteckes in der ¢-Ebene die 
Relationen 


OK (k)=pt (121) 
und 
CK (ky) = 2d. (122) 
Wir entnehmen ihnen die transzendente Modulgleichung 
K’(k) 2d 
re eee (123) 


welche mittels Abb. 9 graphisch gelost werden kann; ist dies geschehen, so mag OC 
wahlweise aus einer der beiden aquivalenten Beziehungen 


pt 2d 
Ops ~ K(k) ae) 


berechnet werden. Mit dem Funktionssymbol sn die Jacobische elliptische Funktion 
Sinusamplitude bezeichnend, erschlieBt man also aus (119) und (124) die explizite 
Gestalt 


‘ 
q=sn Ko = snk! oo (125) 


fiir die konforme Abbildung der ¢-Ebene in die g-Ebene. 
Nach ihrer Transformation in die g-Ebene lauten die Randbedingungen (115) 


ut =F 4J (t) fir r $0; s=0. (126) 
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Sie werden von dem komplexen Potential 


(127) 


erfiillt, sofern man unter dem Funktionszeichen In jenen Hauptzweig des natiirlichen 
Logarithmus versteht, dessen Imaginirteil zwischen (— x) und (+z) eingeschlossen ist. 
Im namlichen Sinne gewinnt man durch Substitution von (125) in (127) fiir das 
komplexe Potential y+ der ¢-Ebene die Darstellung 


1 a 
wpt=J (t)—-In ; (128) 
ee sn “ 
pt 
und wenn man jetzt mittels (107) zu 
den urspriinglichen Orthogonal- 


koordinaten (x, y) zuriickkehrt 
1 a 
ypt=ZJ (t)7; In = : 
Cas +ty 
sn K ——_____ 
14 


(129) 
Vertauscht man in ihr J (¢) mit 
[—J (t)] und |-$| mit >, So ge- 
langt man zur Kenntnis des kom- 


plexen Teilpotentials y- des ,,nega- 
tiven® Wirbelsystems 


i — 
Gea = (130) 
i rs +4y 
sn kK ————__—_ 
pt 


Daher schildert die komplexe 
Funktion 


Oey 
a+ a tiy 
: geen gaits 
Jt) in =8—(19 1) 
mt Cae 
amar a ae 
sn K ———_—_—_—_ 
pt 


das resultierende Feld beider Wirbel- 
systeme. Die vordem nur fir das 


2d 


pr 


as 


20 


75) 


10 


of ip, a RG 
a-a76 sink 
Abb. 9. Ermittlung des Moduls & aus den Daten der 
Maschine 


positive Teilsystem benutzte Relation (109) sinngemaf8 auf das Gesamtfeld ver- 
allgemeinernd, entnehmen wir aus (131) dessen Vektorpotential V“ zu 


atitiy 
2 
TL sn IC TG 
Vo=Io— : (132) 
ieee gee 
sn Kk 
pt 
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Es reduziert sich lings der Staénderoberflache aut 


% 5 
II sn i De 
{V4}, -9=d (ln ee | (133) 
snk Z 
pt 


so da® sein absoluter Betrag bei Annaherung an die Wirbelachsen 


x +5 mod 2 pt (134) 


logarithmisch iiber alles Ma8 anwichst; die Berechnung des sekundaren, von der 
kurzgeschlossenen Windung umfaBten Kerninduktionsflusses, der ja seinerseits den 
entsprechenden Induktivitatsanteil bestimmt, ist daher zunachst gescheitert. 

Um die angezeigte Schwierigkeit zu iiberwinden, miissen wir die ersichtlich physi- 
kalisch unstatthafte Grenzvorschrift (102) mildern: Statt die stromfiihrenden Bander 
der tatsichlich endlichen Breite vy gedanklich in je einen Wirbelfaden zu kontrahieren, 
bleiben wir bei ihrem Ersatz durch je einen Hohlzylinder stehen, dessen Halbmesser 0 
wir dem mittleren geometrischen Abstand des Bandes von sich selbst gleichsetzen: 


o=— (135) 


Die konstruktive Voraussetzung (101) zieht dann gewiB die Ungleichung 
o<t (136) 
nach sich. Mit ihrer Hilfe folgt aus (133) das Vektorpotential V“, , welches beziehent- 
255 


2 
lich langs der in + > zentrierten Hohlzylinder auftritt, hinreichend genau zu 


sn kK — 
Ve) in Es 
+9 sn kK 
pt (137) 


na 
w+ J (t) ty Ko at | =4+J () 2/5 +In (2 sn >| é 


In gleicher Genauigkeit resultiert somit, auf Grund des Stokesschen Satzes, 
fiir den mit der kurzgeschlossenen Windung verketteten InduktionsfluB © des 
untersuchten Feldes die Formel 


QvesinOmes vO 2/3 Pes Ce 
@ lee re.) =7 OMS [3 +In(Z; sn 5 )]. (138) 


In diesem Felde ist die Freie Energie 


Batiae : 1 Dana K 
WO= FI (1) GO= 57? O=([5 4 in(R sn >) | (139) 


aufgespeichert, deren der zeitlichen Fourierkomponente Jon4.1 (¢) des Kurzschlu8- 

stromes zugehoriger Anteil mit der in (98) angegebenen Energiedifferenz identisch ist. 

ae diesem Vergleich folgt die gesuchte Naherungsformel fiir die in (98) eingehende 
umme 


Der Windungskurzschlu8strom grofer Synchronmaschinen 45 


- wy 
co sin 7 


2pt . we} 1 ad 3 K 
eae aos teh n Gee | In (ee sn ) : (140) 
20t 
durch deren Substitution in (96) die Angabe 
9 sin (2m +1) 5— . 9 
LP = yt sat 7 tin(2esn— = (141) 
(2m +1) 2” p (2m + 1)sinh (2m +1) 222 P 


resultiert. In der Regel fallt nun wegen d <r der Modul k nach (123) nahezu gleich 1 
aus. Man darf sich dann der Naherungen 


op Pigs Pt % pr 
K=K 2d ad ase Wa Ge) 
sowie 
LEG Toon Gs jy SL == 
n> ~ teh? ~ tghs ape <a0 1—2e *4 (143) 
l+e 4d 
bedienen, mit deren Hilfe sich (141) auf 
wy 2 
2 | SE) oy, 2 3 sd 
Dem +1 © Hy l= Rote ee args : Sed hogas 7 ot 4inkd | 
(2m +1) 5 p (2m + 1) sinh (2m + 1) — 
(144) 


reduziert. Bei der Anwendung dieser Formel auf die Grundwelle (m=0) des Kurz- 
schluBstromes darf man sich der Naherungen 
TY 2 nV 2nd 2nd 


ines 
27 De Rae? sin T 


(145) 


bedienen und iiberdies das innerhalb der ee Klammer auftretende Exponen- 
tialglied gegen die iibrigen Posten vernachlassigen; die Grundfeld-Kerninduk- 
tivitat LY kann somit in ausreichender Genauigkeit nach der einfachen Vorschrift 
8d) 
avs 


DO, le longa (146) 
berechnet werden. 
Das sekundare Stirnfeld 


Aus Symmetriegriinden*weist das sekundare Magnetfeld des Kurzschlu8stromes 
in den beiden Stirnriumen der Maschine spiegelbildlich gleiche Struktur auf. Dieser 
Sachverhalt erméglicht mittels des freilich nur formalen Grenziiberganges 


10 (147) 


die Konstruktion eines selbstandigen, sekundaren Stirnfeldes, welches von 
seiner in Wahrheit bestehenden, sozusagen organischen Verbindung mit dem Maschinen- 
kern gelést ist. Bei dem Vollzug dieses gedanklichen Prozesses verschmelzen die.vorher 
getrennten Flanken z=-+ 4/ des Kernes zu der einen Kreisflache 


j= OFF OR Bes (148) 
Sie ist, im Einklang mit (1), innerhalb der Gebiete 
20 Or = hy (149) 
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und 

z=0; R,<r< R, (150) 
als vollkommen permeabel (uu < co) vorauszusetzen, wahrend der Ringschlitz 

z2=0; R,=xr< R, (151) 


als unmagnetisch (~=1) zu gelten hat. Die gleichfalls als vollkommen permeabel zu 
betrachtenden AbschluBebenen be- 
gee finden sich nunmehr in 


z=+b (152) 


und die mit den namlichen Kigen- 
schaften auszustattende radiale Hiille 
koinzidiert mit dem Zylinder 


f= sg (153) 


Die mathematisch strenge, ge- 
schlossene Loésung der durch diese 
Angaben im Verein mit der Form der 
Kurzschlu8strombahn _— definierten 
Potentialaufgabe stoBt auf uniiber- 
windliche analytische Schwierig- 
keiten. Wir miissen uns daher mit 
ihrer angenaherten Behandlung be- 
gniigen, welche auf folgenden An- 
nahmen beruht: 

1. Nach Vereinbarung bleibt die 
induktive Verkettung zwischen der 
kurzgeschlossenen Windung und den 
Erregerspulen des Laufers im Stirn- 
raum der Maschine systematisch 
auBer Betracht. 

2. Von der in Wahrheit p-pol- 
paarigen Maschine gehen wir durch 
den ProzeB 


p>, Ry, > «; 


(154) 


R,> 0; Ryo 


Abb. 10. Die zusammengeschobenen Stirnriume im ZU einer Maschine von unendlich 


Grenzfalle poco; Roo vielen Polpaaren tiber, wobei jedoch 
die Existenz der Grenzwerte 
; aR : : 
lim =; ‘lim|R,— Rid. lim [Rk,—R,|=a (155) 
poco Ri > oo Ry, —> oo 
R200 R, —> co R4—> co 


gefordert wird. Abb. 10 veranschaulicht die hieraus hervorgehende Gestalt der (zu- 
sammengeschobenen) Stirnriume. Da nunmehr der Ursprung der friiher benutzten 
Zylinderkoordinaten z, 7, « von dem ,,aktiven“, durch den Kurzschlu8strom erregten 
Gebiet der Stirnriume unmef&bar weit entfernt liegt, ziehen wir zur Beschreibung 
des gesuchten Feldes fortan ein neues, ,,lokales“‘ Bezugssystem der rechtslaufigen 
Kartesischen Koordinaten x, y, z vor: Die aus dem Kreise (148) hervorgehende 
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Kontaktebene der beiden Stirnraume definiere die Ebene =0, wahrend die friihere 
Meridianebene «= 0 mit der Ebene z= 0 identifiziert werde. Die z-Achse selbst moge 
mit jenem Rande der urspriinglich getrennten Stianderflanken koinzidieren, welcher 
den vereinigten Lauferflanken gegeniiber liegt, und die y-Achse soll so gerichtet sein, 
daB die urspriinglich radiale Hiillflache der Stirnraume nunmehr die Ebene y= —a 
bilde (Abb. 11). Auf Grund dieser Festsetzungen liefert der Rand der vereinigten 
Lauferflanken die Gerade x=0; y=-+d, waihrend die AbschluBebenen beziehentlich 
der beiden Stirnraume in x=+ 6 zu finden sind. Um einem naheliegenden Irrtum 
vorzubeugen, sei betont, da die vorstehend beschriebene Transformation nicht 
zur Klasse der konformen Abbildungen gehért und eben durch diese sozusagen 
negative Higenschaft die zu entwickelnde 
Lésung als lediglich approximativ giiltig 17 
charakterisiert. 
3. Die im urspriinglichen Maschinen- 
modell beziehentlich von den entgegen- 
gesetzt gleichen Durchflutungen + J (t) 
durchstromten Bogen 


= b ae te 
a 1 6p Sees r— Ry; Z=#+LY 
Er Er 
= 2p * = 95 (156) 


verwandeln sich bei dem doppelten Grenz- 
tibergang (147), (154) in die gestreckten 
Bander 
b—y 
2 


Ogee e 
Pe > 


Sas 


y=9; 


Tt - Tv 

Gleichzeitig gehen die vom Kern her 
geradlinig in die Stirnraume hinein ver- 
langerten Staindernutenleiter in die paral- 
lelen Schienen 


b+y a Ear pe ey 
oF ea aa ae a= O= 


Abb. 11. Das lokale Bezugssystem der zu- 
™—Y ae +y sammengeschobenen Stirnriume 


sis sisty (158) 


iiber, welche im Verein mit den Bandern (157) einen geschlossenen Stromkreis bilden; 
im Zuge seines Umfanges fiihre er den gleichférmigen Strombelag 


A=AW)=+I (159) 


langs seiner geradlinigen Leiterstrecken, wahrend die Struktur des Strémungsfeldes 
an den durch Uberlappung entstehenden Ecken auf er Betracht. bleibe. 

4. Ungeachtet aller Vereinfachungen, welche die vorgenannten Annahmen nach 
sich ziehen, bleibt doch die Beschreibung des gesuchten, quasistationaren Magnet- 
feldes unter den vorgeschriebenen, recht verwickelten Randbedingungen einer mit 
ertraglichem Aufwand an mathematischen Hilfsmitteln durchfiihrbaren Analyse 
unzuganglich, so daf wir nach weiteren Reduktionen der Aufgabe Umschau halten 
miissen: 
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I. Unter bewu8tem Verzicht auf die in (158) explizit angegebene, wirkliche Form 
der verbindenden Stromschienen tibertragen wir deren. sozusagen galvanische Funktion 


beziehentlich den beiden Ebenen 
(ae 0 (160) 


deren jede wir als elektrisch vollkommen leitfihig ansehen. Durch diesen Kunsteriff 
beschranken wir das nunmehr sich bildende magnetische Feld der zusammengescho- 
benen Stirnraume durchaus auf den Bereich 

|z|< #1, (161) 
und dort wird seine Struktur, unabhingig von der Lage der jeweils gewahlten Kontroll- 
ebene z = const., lediglich von den ,,Querkoordinaten“ x und y des Aufpunktes bestimmt ; 
insbesondere diktiert die beziehentlich tangentiell zu den Ebenen (160) liegende 
Komponente der magnetischen Feldstarke mittels des Durchflutungsgesetzes sozusagen 
nachtraglich den ebendort herrschenden Strombelag, dessen raéumliche Verteilung 
somit den dynamischen Ersatz der ja auBer Kraft gesetzten geometrischen Angaben 
(158) liefert. 


II. Die konstruktive Annahme (101) durch die Ungleichung 


® 


v<b (162) 
ergianzend, vertauschen wir die Bander (157) beziehentlich mit den in 
Z=+4b; y=0 (163) 
zentrierten Hohlzylindern je des gemafB (135) bestimmten Aaquivalenten Halb- 
messers @ = es : 
e2 


Nach allen diesen Vorbereitungen fassen wir die Koordinaten x und y zur komplexen 
GauBschen Koordinate 


Z=a+iy; i=V—1 (164) 


zusammen, in deren Ebene wir das gesuchte magnetische Feld zunachst durch seine 
skalare Potentialfunktion u—w (a, y) beschreiben; im Bereiche (161) geniigt sie der 
Laplaceschen Gleichung 

au au 


O a2 + oy? == (i) J (165) 


wahrend sie auBerhalb dieses Bereiches und im Streifen |z|< 6, y < (—a) identisch 
verschwindet. Erganzen wir nun das reelle Potential «=u (x, y) durch seine kon- 
jugierte Funktion v=v (x, y) zu der mit Ausnahme isolierter Punkte ihres Existenz- 
bereiches komplexen analytischen Funktion 


w (Z)=u+in, (166) 


so ist v als Stromfunktion des untersuchten Feldes zu deuten, aus welcher das parallel 
zur z-Achse weisende Vektorpotential V dieses Feldes durch die Ahnlichkeitstrans- 
formation 

V (a, y)=—Ih-v (x, y) (167) 


hervorgeht. Da nun sowohl in u wie in »v je eine willkiirliche, additive Konstante ver- 
bleibt, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit das komplexe Potential w 
folgenden Randbedingungen unterwerfen: 

1. Langs der Geraden z= 0 sei 


u=0 fir (—a)<y<0 und d<¥<oo (168) 
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sowie 
v=0 fir 0< y< d. (169) 


2. Langs der Geraden x=+ 6 fordern wir 
u=O0 fiir (—a)<y<o, (170) 


3. Die in (+ $5, 0) zentrierten Hohlzylindern je des Halbmessers 0 voriibergehend 
zu Wirbelfaden beziehentlich der Durchflutungen + J (t) kontrahierend, haben wir 
die Befriedigung der ,,Erregergleichung“ 


5 Ov 
lim eae ee =+J (ft) (171) 


zu verlangen. 
Zur Lésung der nunmehr formulierten Aufgabe richten wir unser Augenmerk 
auf den Halbstreifen 
Orne <2-b: (—a)< 
<y< co der Z-Ebene 
(Abb. 11), auf dessen 
Kontur wir die Punkte Pe 
J =Ttlw 
A= (0, d); 
c=(0,—a); 9") Je ei 
D=(b, —a) 


markieren. Nun rufen /A) (a) (6) #s 
wir die komplexe ZL Le, 


qg=r+is (178) . : bok pf Bes eee PE 


Ebene zu Hilfe und 
suchen diejenige kon- 
forme Abbildung, wel- 
che das Innere jenes 4 
mathematisch-positiv Abb. 12. Konforme Abbildung der Z-Ebene auf die q-Ebene 
‘umlaufenen Streifens 

derart in die Halbebene s > 0 transformiert, da8 die Ecken C und D entsprechend 
Abb. 12 beziehentlich in die Punkte 


: to=—1;  ro=+1 (174) 


der r-Achse geworfen werden. Nach Wahl einer vorerst noch unbekannten, festen 
MaBstabsziffer M unterliegt diese Abbildung der Schwarz-Christoffelschen 
Differentialgleichung 


tq (175) 


welche mittels der gleichfalls noch unbekannten, additiven Integrationskonstanten NV 
durch ‘) 
Z=M -arcsing+N (176) 


gelést wird. Die in (172) angegebene Lage der Punkte C und D in der Z-Ebene findet 
somit in den Gleichungen 


Ingenieur-Archivy XIV/1 4 
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—ia=WM arcsin (—1)4+N (177) 
und 


b—ia=M arc sin (+1)+N (178) 
ihren Ausdruck, welchen man die Aussagen 
Meee Nie ete (179) 
a4 


entnimmt; daher folgt aus (176) fiir die Abbildung der Z- auf die g-Ebene die explizite 
Gestalt 


| 


g=— cosa. (180) 


Nach der Transformation treffen wir also den Punkt A=(0,d) am Orte 


d+a 


r4= — cosh 7 (181) 
und den Punkt B=(0, 0) am Orte 
rp= — cosh a> (182) 


der r-Achse an, wahrend der urspriinglich in Ver = (3 b, 0) gelegene, ,,positive’‘ Wirbel- 
faden der Starke (+ /) in den Punkt 
a 


; (183) 


S, = sinha 


der s-Achse beférdert wird. Langs der r-Achse geniigt somit das komplexe Potential w 
des gesuchten Feldes den Randbedingungen 


u=O0 fiir (— oo) << (— cosh x") und (— cosh +] <r<(+ occ) (184) 


b 
sowie 
i=) fur (— cosh <5“) i (— cosh x5) (185) 
SchlieBlich mit 
(one AS A? a. 
a =F ose = n>, cosh x > (186) 


den in die qg-Ebene tibertragenen Halbmesser des sich kontrahierenden positiven 
Wirbels bezeichnend, folgt aus (171) die auf ihn beziigliche transformierte Erreger- 
gleichung 

Ov | 

dQ’ Oe — sinh «—- 


lim 2 qt 0’ 


eo’ > 0 


Seeley | (187) 


Zur Lésung dieser Randwertaufgabe ziehen wir die komplexe 
C=E+17n (188) 
Ebene heran; den ihr angehérigen Halbstreifen 
—F<é<+F; 0<1< 0 (189) 


im mathematisch-positiven Sinne umfahrend, soll dessen Inneres entsprechend Abb. 13 
aut die positiv-imaginare q-Halbebene konform derart abgebildet werden, da8 der 
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Punkt (& 7) = (- > ; 0) in (r, 8)= (ra, 0) und der Punkt (&,7) = (+ ; 0) nr; s)= 
=(re, 0) tibergeht. Die verlangte Transformation gehorcht bei passender Wahl der 


festen MaBstabsziffer iM’ [i == |/ == II ] der Schwarz-Christoffelschen Differential- 
gleichung 


dt 4M’ 
re ; 190 
dq V(g—ra) (q— 78) Ae 
Mit Riicksicht auf (181) und (182) gilt die Identitat 
wr ama (0-58) — (45 = | 
3 (191) 
=(q + cosh x ee ss cosh a 5) = (sinh Tt eee sinh a a) ; | 


Daher liefert (190) das Integral 


qtcosha “4+ ¢ cos sha 
€¢= WM’ arc sin 
ph Mert a sinh z y 
2b 2b 
Ney (192) 


welches die vorerst noch unbekannte ad- 
ditive Konstante N’ enthalt. Nun zieht 
die oben geforderte Punkttransformation 
die beiden Gleichungen 


n 
Sa S 
ra + cosh ee acd cos ee 
; < 2b 2b 
= ae 
: 2a+d. d 
sinh z sinh > : 
2b 2b Abb. 13. Konforme Abbildung der q-Ebene auf 
7 die ¢-Ebene 
uN = Mt" +N’ (193) 
und 
a rB + coshz ‘ ams g cosh a =. 
+3 = Marc sin yon -M = Moa (194) 
sink sa 5 eas sinh z Ob 
nach sich, welchen man die Angaben 
: M1; .NU=0 (195) 
entnimmt. Daher reduziert sich (192) auf 
Geetha ee cosh z 
rs ‘ 2b 2b 
¢ = are sin — Sa cal cae (196) 
sinh z 2b sinh z ab 
so daB die Achse des positiven Wirbels im Punkte 
es a 2a+d 
; isinh a> + cosh 2 aD Cy aes 
ae Tai A ane cope e d 
sinh x ID sinh 7 55 (197) 


: d 2 +d 
= arcsin | cotgh 2 5, cotgh 7-3, — Z a +4 (cotgh xy, M57 — cotgh x ee 7 )| 


4* 
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der ¢-Ebene erscheint; seine Koordinaten (£,, 7) mégen den numerisch berechneten 
Tafeln des komplexen arcus sinus entnommen werden, welche fir 


E+%4n=are sin (y+72 0) (198) 
die reellen Relationen 
£—are sin /$[)?-+ + 1— /—y2 + 08)? + (2 Oy] (199) 
und 
n=aresinh | $[y?-++ 6®—1+ V—y? + 8)? + (2y 4)?] (200) 
zusammenfassen, oder 


man bestimme sie gra- 
phisch nach Abb. 14 als 
die Elliptischen Koor- 
dinaten (&,7) des zu 
(y, 6) gehérigen Punktes 
der komplexen e= 
(y-+7 6)-Ebene. Bei der 
Transformation von der 
q- in die ¢-Ebene geht 
der Halbmesser 0’ des 
sich kontrahierenden Wir- 
bels in den Halbmesser 


[ff art ee RY j de 
NAS dq \g=0+is+ 
(201) 
iiber ; seine GréBe berech- 
Abb. 14. Elliptische Koordinaten (&; 7) der (7; 6)-Ebene net sich mit Riicksicht auf 
(183), (186) und (190) zu 
a 
4 A cosh z i 
Peas cb page a a a a+d 
/ 7 sinh 7 — cosh 25 -|¢sinh 7 — cosh x D 
y (202) 
cosh 7 — 
@ b 
|/cosh2a 7 | sinke I 7 + cosh? x i | 


Im Streifen | é| < +3 4 > 0 der ¢-Ebene unterliegt nun das komplexe Potential w 
den Randbedingungen 


== 0 Me f=4+45; 0<17 < © (203) 


und 
Fs I 
v= Ofna! Sica aia (204) 

wahrend die transformierte Erregergleichung 
ape 
mee, be e d0 C= C+ 
lautet. Auf Grund dieser Angaben lat es sich unschwer konstruieren: 

1. Den Existenzbereich von w auf die gesamte, schlichte ¢-Ebene mit Ausnahme 


J (t) (205) 
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der spater genannten Wirbelpunkte und Verzweigungsschnitte erweiternd, machen 
wir zunichst gema Abb. 15 den zu ¢, konjugiert-komplexen Punkt 


6_= 6," (206) 
der Koordinaten 
Se ee = 1+ (207) 


zum Trager eines ,,negativen‘‘ Wirbelfadens der Starke [—J (¢)]; das resultierende 
magnetische Feld des beziehentlich in ¢, zentrierten Wirbelpaares + J (t) geniigt 
dann aus Symmetriegriinden gewif der Randbedingung (204). 


| 


geraizaige Wirbe/gruppe 


S 


UNGEla0ZdIMIGE Wirbelorange i 


Abb. 15. WirbelstraRe des Stirnfeldes 


2. Ohne das bereits Erreichte aufzugeben, entwickeln wir aus dem vorgenannten 
Wirbelpaar eine doppelreihige, geradlinige WirbelstraBe, deren Achse mit 
der é-Achse koinzidiert. Diese StraBe enthalt zwei Gruppen: 


I. Die ,,geradzahlige‘‘’ Wirbelgruppe umfa8t die nach Abb. 15 beziehentlich in 


zentrierten, abzihlbar unendlich vielen Wirbelpaare je der einheitlichen Starke +J (i). 
II. Die ,,ungeradzahlige‘‘ Wirbelgruppe umfaBt die nach Abb. 15 beziehentlich in 


C= — Spt ine ta (m+); o<n<oo ie 


zentrierten, gleichfalls abzihlbar unendlich vielen Wirbelpaare je der namlichen, 
einheitlichen Starke + J (¢). 
Mit Hilfe dieser Gruppen bilden wir die Funktion 


ey 9 7 sing (C—F4++%+) , cosz(C+E4+i7+) 
w()= ang M sing (C—E,—in4) | cosh(C+E4— 44)’ 419) 
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in welcher allerdings der Wert des natiirlichen Logarithmus erst mittels geeigneter, 
etwa von je einem Wirbelpunkte der StraBe parallel nach auBen gefiihrter Ver- 
zweigungsschnitte eindeutig festgelegt werden mu. Um uns von dieser _Kompli- 
kation zu befreien, gehen wir von dem bisher benutzten, komplexen Potential w zum 
Vektorpotential V tiber und erhalten nach (167) die nunmehr von Haus aus 
eindeutige Darstellung 


sing (C—€++in+) cose (C+64++4n+) (211) 


Ji 
Vee Nivel nage iqek. costitceeea gw 


Aus ihr finden wir auf Grund der beschrankenden Voraussetzung (162) den Wert V+ 
des Vektorpotentials lings der Oberflache 


IS—¢+|=0" (212) 
des _,,positiven“ Stromleiters in hinreichender Genauigkeit zu 
Vier Toon ate eat Oar aor) | w 
J sinh 7+ : Force 
= Ty mn (24% Posh? ys + ta E sinh 7 )| 
oder, unter nochmaliger Berufung auf (162) und mit Hilfe von (202), 
J\3 ob lcosh2 |sinntx® + coshe nore 
Viel, 2 ring, + In a ay 
cosh z i. 
(214) 


+ In (sinh 7+\cosh? n+ + tg? €+ sinh? n+) : 


Auf demselben Wege ergibt sich fiir das Vektorpotential V_ langs der Oberflache 
|o—f-|=0” (215) 

des ,,negativen“ Stromleiters der Ausdruck 
Vee Vas (216) 


Daher umfassen die beiden, gegensinnig durchflossenen Stromleiter im Verein mit 
den verbindenden Ebenen z=+ 471 den magnetischen Induktionsflu8 


Dae (Vie Va) 2 e Va, (217) 


so daf die Induktivitat L der zusammengeschobenen Stirnriume durch 
die Formel 


4 / 
|/cosh 2 wa [sinhea ¢ + cosh? x S + 


@ 3 2b 
LS) => = II, ee Ses ut) b 


1% 
ra a 
cosh z 5 


(218) 


+ In (sinh 7+ cosh? H+ + tg? €, sinh? n+) 
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dargestellt wird; sie gilt, ihrer Herleitung nach, sowohl fiir den gesamten Kurzschlu8- 
strom wie fiir jede seiner harmonischen Komponenten einzeln. 

Wahrend die ersten drei Posten der innerhalb der Klammer auftretenden Summe 
durch die konstruktiven Mae des Maschinenmodells unmittelbar gegeben sind, bedarf 
der letzte Posten zu seiner expliziten Berechnung der auf (197) angewandten Rela- 
tionen (199) und (200), aus welchen man 


sinh 7+ Vcosh? H+ + tg? &, sinh? 4, = sink a | cos (€4 + 74)| = 


cosé 


VO— y+ 62 + Qy dt + (2+ 21) 7a 
PDS ya Ot (Be OF — (888) 


a 


—y? + 62)2+ (2 y 6)?; (219) 


d 2a+d 
d= cotgh 55 —cotgh x —5, 


y = cotgh x ae - cotgh x 


entnimmt. 

Obwohl wir mit (218) und (219), im Rahmen der hier erstrebten Genauigkeit, zu 
einer erschopfenden Kenntnis der Stirninduktivitat LZ“ gelangt sind, bleibt uns doch 
der unmittelbare Kinblick in deren Abhangigkeit von den Konstruktionsdaten der 
Maschine verschlossen. Wir werden uns deshalb auf die Diskussion zweier Grenzfalle 
beschranken, welche von diesen sozusagen methodischen Mangeln frei sind: 


1. Wir denken uns den Einflu8 der vollkommen permeablen Liuferflanke auf das 
magnetische Stirnfeld beseitigt, indem wir den ProzeB 
d 


vollziehen. 


Sei zunachst nur 2 > 1 vorausgesetzt, so findet man durch Entwicklung des 


a+d ae 
cosh x D nach Potenzen von e 


4 Sat nae 
: a 
cosh 22 sinh? ic ON eal cosh 2 2 — 
b b b zatd b 
In — = +... (221) 
a 2 a 
cosh a >- y2 cosh 1 >- 


Auf demselben Wege ergibt sich aus (197) und (198) durch Entwicklung der hyper- 
bolischen Kotangensfunktionen 


d 2at+d 
y=cotgh 2-~ cotgh x24 _ bidepet me Nad or b t..[= 
(222) 
ee! ep 
—1+2e (1 4¢ lee 
und 
al eal a+d 
5 =cotgh «© — cotgh 2 —,;—_ =|1+2¢ Boas 1+2e 6 | + == 
; <p (223) 
=2e*s (1—e* | + : | 
also weiter 
d+a 
YP+efla2llp4e a cosh x *] 4... (224) 
a d+a 
y2+ 6?—1l=2 46° 0b cosh a+... (225) 
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und ee 
(l—y?+ 62)?-++ (2 y 62? =4: 16-69" 6 cosh 20—- + ee (226) 


Die Substitution dieser Ausdriicke in (199) und (200) liefert die Relationen 


age a a 
sin? é,=1—4e  » (|/cosh 2. 4 —cosh 2 $ or (227) 


ES eae 
sinh? 7,=—4e" 6 (|/cosh 2a = ++ cosh z= b ny Se (228) 


und 


welchen man die Formeln 


ee Gane / a a 
cos 64 =2e |/cosh 2% 5 — coshw 5+ ... (229) 


und 
ee daind a a 
sinh y;=2e° 2 cosh 20-4 teoshan $+... (230) 
entnimmt. SchlieBlich folgt aus der Definition 
sin (€4+ +72 74)=y+76 (231) 
mit 
cos? (£4 +i 4) =1—sin® (4 +ins)=1—ye+ +2 6y 8 (232) 


die Entwicklung 

| cos? E. cosh? 7, + sin? &, sinh? 4+ |! cos? (€4 +4 4+)/= 
dta (233) 
=V(l—,? + 6?)?+ (2 y 6)? =2 V2 “F"|ecosh 20 +... 


Mit Hilfe der Angaben (221), (229), (230) und (233) berechnet man den Grenzwert 


4 
|! cosn 24% [sinbea + + cosh? x 


at+d 
ae 


+ 


lim | In 


a 
d cosh 2 — 
ia co b 


+In (sinh 7, |/cosh? 1,. + tg? £, sinh?y,,) | = 


l (234) 
|/cosn2n% — Yoos2ne 7 | Younazt + oma -+ cosh a 
Ee oi =In2 + 

cosh mn |/cosh2a% — cosh co 

7 1+ teen t tgh? a +1 
egy jae ———— é 
a 
1+ tghtas —1 | 


Fiihren wir also abkiirzend die Funktion 
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yj ee tgh® 2 ne | 


4 1 
(+) =In— +51 (1 + teh? * SSS SS (235) 
yj + tgh? x = = 
des in Abb. 16 dargestellten Verlaufes ein, so entsteht aus (218) die Aussage 
; t/3 b a 

Jim L® =1,=|5 +In> +1($)]. (236) 

ae 

Nun schildert 
Pa Tues b 

Ls) = Ih = +In5 | (237) 


a G7 G2 G3 GY GS 


Di& 


. 


Abb. 16. Die Funktion (+) 


diejenige ,,ideelle‘‘ Stirninduktivitat, welche bei gedanklicher Entfernung aller voll- 
kommen permeablen Teile unseres Modells verbleiben wiirde, so daB 


At Oe Te TSO? a H,~ (+) (238) 


den Einflu8 der tatsaichlich wirksamen ferromagnetischen Maschinenelemente quanti- 


tativ erfaBt; diese zusatzliche Induktivitaét nahert sich mit wachsendem Verhaltnis + 


rasch dem Grenzwert 
Pia y2+1 
lim 4) = n> + yn2— = 1,472. (239) 


2S a 
b 


2. Im Lichte des Ergebnisses (239) vereinfachen wir die geometrische Struktur des 
Stirnraumes durch die Grenzannahme 


i eaten (240) 
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Zu Gl. (218) zuriickkehrend, benutzen wir die fiir 7 > 1 giiltigen Entwicklungen 


a 1 2n> 1 red aa 
cosh 2%7 =-g e Selo SUN GE =e : 
F (241) 
at+d e gi 2a calla | 
cosh? zr im sir. e a re 
und erhalten 
4 a a d 
4 2x— ] 2na— 2a — 
Y/cosn 2% | inne 2 $+ cosh? 9-4) yi. Peak (146 | 
= +... (242) 
cosh 2 1 «> 
b oO é 
also 
4 I 
|/ cosh 2-5 sinh? a + cosh? ne 5 | a a 4 
lim : == V 4e. cosh 2. (243) 
4 co cosh es 
Weiter bilden wir gemaB (219) 
; d ‘ d 
ao y=cotgh x 57; im d=cotghas; —1 (244) 
eee oO) Rime 


b 
und damit 


lim ‘sinh 4; cosh? 7+. 4 + tg? &. sinh? n+ = 


is d 
Soe 245 
J/ecosn 24+ cosh x ise B ecoaeh ee (23) 
2b b 
Se ha 
Y/cosn 4 au — — coshz a sinh az ob 


Ts —>co 
Aus (243) und (245) schlieBen wir 


“5 


4 
|/cosh 27 se y (sinh «5 za — + cosh2 x 


+ 


lim | In 


ies cosh a = 
ipl b 


+ In (sinh N+ cosh? n+ + tg? &4 sinh? 7+) = 


, : (246) 
2]/ cosh 7% — J/cosh x4 z—-+ cosha a 
es) b Diba 
Se d —— ‘ie 
sinh 7 —— poss es mee 
2b J/cosh I b cosh z a5 


J+ tere S41 


i a eet ° 


1 ; 
=In2--5In (1 + cotgh? x 
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Mit Hilfe der in Abb. 17 dargestellten Funktion 


Vit tenn Syd 


4 1 d 
(5) =—In— +> ln (1 + cotgh? x = (247) 


1+ tent 4 ] 


resultiert also fiir die Induktivitat 4 L, welche sich zufolge der ferromagnetischen 
Elemente des Stirnraumes zu der ideellen ,,Luftinduktivitat L®’ nach (237) addiert, 
der Ausdruck 
d 
ALS = 11,~-9(+) (248) 
In ihm darf man haufig, gerade entgegen der Annahme (220), den Luftspalt d als 
eng im Verhaltnis zur axialen Breite b des Stirnraumes betrachten, so daf 


‘ Bas i a3 a Ghigs 
"Abb. 17. Die Funktion g () 
d 
ye (249) 


ausfallt; aus (247) entspringt dann fiir 4 L“” die einfache Naherungsformel 
Tt b \2 
A LS = [yin 2 lea) ; (250) 


Thr Bau 1a8t einen in der Regel sehr erheblichen Einflu8 des Ferromagneti- 
kums auf die Stirninduktivitat voraussehen; insbesondere erweist sich der 
modellmaBig vielleicht zunachst naheliegende Grenziibergang zu verschwindender 
Weite des Luftspaltes als durchaus unzulassig. 
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Die Grundwelle des Windungskurzschlufstromes 


Wir fassen (146) mit (237) und ae zur Grundwelleninduktivitat 


+34 metre tintty(Fl (es) 


A ; IT, 
1, =L® + lim L = 42 |91{—* 


a 
— —>0o 
b 


pad 


zusammen. Obwohl diese Formel im Verein mit (40), (43), (47) und (50) fiir die Grund- 
wellenamplitude des WindungskurzschluBstromes den zufolge (30) unschwer. explizit 
berechenbaren Ausdruck 


VP yo? y(P) oy{ (p) * 


u 8d 3 b d 
a +24 in =ot tai so v +9(5)} 
liefert, eignet sich dieser doch nicht zu einer unmittelbaren Beurteilung der mit dem 
Windungsschlu8 einhergehenden Gefahr; die gewiinschte Einsicht erfordert vielmehr 
den Vergleich des Windungskurzschlu8stromes mit dem sozusagen ,normalen“, 
dreipoligen Dauerkurzschlu8strom J der Maschine oder, genauer gesagt, mit 
dessen Grundwellenamplitude J). 

Der Kiirze halber beschranken wir uns auf eine Maschine mit der ganzen Zahl q 
von Nuten je Pol und Phase, deren jede die einheitliche Anzahl w in Reihe geschalteter 
Leiter enthalt. Fiir den zeitlichen Verlauf der Grundwellen J® (¢), J® (t), JP (é) 
der DauerkurzschluBstréme beziehentlich der Phasen R, S, 7 diirfen wir, ohne die 
Allgemeinheit zu beschrinken, die Ansatze 


J, =4n (252) 


J® (t)=J® sin ot, (253) 
J® (t) =J® sin (« — x) (254) 
J® (t)=J® sin(wt— 3 2) (255) 


wahlen und die Meridianebene « = 0 des stainderfesten Bezugssystems derart justieren, 
daf sie eine der p kongruenten Spulen der Phase F# halbiert. Der langs der Stander- 
bohrung ausgebreitete Strombelag A®) = A®) (x, t) wird dann durch die Fouriersche 
Reihe 


win wJR (t) 


A® (a, Saf a einpa (256) 
n=-co 
dargestellt, deren Koeffizienten a, sich aus 
J 1+ 2¢ tant 1+24¢’ v 
po assign ol lear 
1 ql p 6 q 6 st p 
a?) Sete) fer da — —inpa dy = 
q=0 (: ++? e ay (1 Se) Vv 
Be ap es 
ww Tv 9 
° 3 gee (257) 
a, —1 
, nnn q in(t ‘te , 
—— 7) q (1 — e— nm) 
NIT Oy q’=0 


ers Definiert man also den Wicklungsfaktor f, mittels der geometrischen 
eihe 
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p-1 , = wt = 1g 
ing (t- +2) Po me see, 
> é q oO ee eee a Ti =q° fhr3 i= =iee (258) 
q’=0 , sin 2 6 G g sin oa ve 


so reduziert sich (257) auf die Formel der ungeradzahligen Harmonischen [n = 2 m-+1] 


. v 
1a sin (2m + 1) w>— 


Tt v 


(2m + 1) a%— 


3) 
OS emai = fom+i13 —©2<M< oo, (259) 


wahrend alle geradzahligen Harmonischen identisch verschwinden. Durch Restitution 
dieser Ergebnisse in (256) folgt mit Riicksicht auf (253) 


sin (2m + 1)27— 


Ae (Gt) = 
; =, (2m +1) aa 


fom+i18iNwtcos(2m+1)pa (260) 


oder, nach Aufspaltung der hier auftretenden stehenden Wellen in je zwei gegenlaufige 
Drehfelder, 


co gin (2m + 1) x =— 


AP (a, t) = “2 52) Bali El sae, [sin {ot-+ (2m +1) pa} + 
= (2m + 1)a>— ie (261) 


+sin {ot—(2m-+1) pa}]. 
Auf dem gleichen Wege findet man die Strombelige A) («,t) und A®) («, 4), 
welche beziehentlich die Verteilung der Stréme J{) (¢) und J) (¢) beschreiben: 


sin (2m + 1) %5— 


A$? (a, t) ==4 J) 7 fom +4 [sin fot+(2m-+1) pa — 
© pao Om +1) az (262) 
Falm+ih + + sin jot— (2m+1 )px+ yam] 
RS 
i in (2m +1) 2 
AP (a) = 249 Y= == fam +1(sin {oo t-+(2m-+1) pat 
Teo) (m+) ae (263) 


ie ; gt (m + »} = sin {ot—(2m-+ 1)pa— sam}. 
Aus (261), (262) und (263) resultiert der Strombelag 
A®) = A® (a, t) = AR? (x, #) + AS” (2, t) -+AP? («, #) (264) 


des dreipoligen DauerkurzschluBstromes 


3 sin x 5 — sin 5 5 
t . A 
AP(a, t) at ——— f, sin (9 t— pa} ——,— fs sin (wt + 5 pa)+ 
= %——— 5 a —— 
2G 2G 
(265) 
sin Uae 
— Sra Ls (ot—7Tpa)+ repr 
Ta = 
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Hiernach annullieren sich zufolge Interferenz der je zusammenwirkenden Phasen- 
wellen alle Drehfelder, deren Ordnungszahl (2 m--1) durch 3 teilbar ist. Von den 
verbleibenden Drehfeldern der Ordnungen 1, 5, 7, 11 ... begleitet lediglich das Grund- 
feld [m=0] die mechanische Bewegung des Laufers, wahrend saimtliche Oberfelder 
[m > 0] der Lauferoberfliche entlang wandern. Dieser grundlegenden kinematischen 
Alternative korrespondiert eine wesentlich unterschiedliche Feldstruktur der ge- 
nannten Harmonischen: Nur die magnetischen Induktionslinien des Grundfeldes 
vermégen in das Liufereisen einzudringen, um sich in ihm zu schlieBen, dagegen 
werden die Induktionslinien der Oberfelder von den KurzschluBstromen der Laufer- 
leiter abgewiesen, so daB sie sich im Luftspalt zusammendrangen miissen. Auf Grund ~ 
dieses Sachverhaltes entfallt der Hauptteil der Freien magnetischen Energie des 
Maschinenkernes auf das Grundfeld. Um diesen Anteil zu berechnen, bedienen wir uns 
des magnetischen Skalarpotentials vy, welches innerhalb des Luftspaltes [R,<r< Ry, 
0<a<2z2] der Laplaceschen Gleichung unter der Lauferrandbedingung 


©, = 0 fur — wh, (266) 
im Verein mit der aus (265) zu entnehmenden Standerrandbedingung 
sin 7 —— 


qY J®) ue f, sin (wt—pa) firr= Rk, (267) 


jae 


sina ( im) ( =). 
me Ba\h / Be 2p 008 {ot—pa}. (268) 
i PAE (=) — (3) 


il Opo dw 
y OM 


genigt: 


30 73) 
Po=o (7, %) = PE pebinn k, 


Ks erregt an der Standeroberfliche die radiale Induktionskomponente 


ner v (32)'+ (Hy 

oT Ry win 

Sai Be\? 7 Bair £98 {wt— pa}. 
(se) — (aa) 


(269) 


Mit Beachtung der geometrischen Relation ee findet sich daher die Freie 


magnetische Grundfeldenergie je Polpaar des Maschinenkernes zu 


4% 
pb 
Were —l R,| [Yol=r,* Bo *-da= 


uw 


p | (270) 
(a) * Gal! 

Galacais 

Die nichtverschwindenden Oberfelder der Ordnungszahlen n= (2m+1)>1 


dagegen sind genetisch mit je einem magnetischen Skalarpotential Yn verkniipft, 
welches im Luftspait der Laplaceschen Gleichung unter den Randbedingungen 


1 sin 7 vA 
= 411, IPP (3 wa) f 


a Pn - 
—l,{" =0 fir r=R, (271) 
und 
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1 og 304 sin n 2 — 
~ = ? = in = i] ¢ 4 
r 0M egg (wt npa)firr=R, (272) 
Or 


geniigt, sofern man nur das Vorzeichen der in (272) eingehenden Phase n p« be- 
ziehentlich den in (265) explizit angegebenen harmonischen Komponenten des Stander- 
strombelages anpaBt. Aus der durch diese Forderungen bis auf eine belanglose additive 
Konstante festgelegten Potentialfunktion 


sin n 7 —— (q.)"+ (x) 
38w q 2s Ry Ri ae ¢ 
rape R; pad: (2 POT Ban aap 08 {ot=npa} (273) 
CG 7 ka) 
berechnet man die von ihr an der Standerbohrung erregte Radialkomponente der 
magnetischen Induktion 
; : v (3)" (3) 
sl 2 7% 


Pr =PPn (r, a, i= 


nN 7 


3wq 2t Ri Re 
Beall, aad! ee ie (# * (Bayne {otFnpat, (274) 
N > | Pe 


so dafi das in Rede stehende Drehfeld je Polpaar des Maschinenkernes die Freie magneti- 


sche Energie 
: Pe ee ( Re ie (= yas 
Sin. 2 7 Oar os SS se 


Z U 2 R R 
WOK — 4 11, 45)? (3 w g)? gag Claw: every. (275) 
naoz | (a) +(e) 
bindet. 
Durch n’ die mit 5 beginnende, ,,liickenhafte“‘ Folge 5, 7, 11, 18, 17, ... der un- 


geraden Zahlen mit Ausnahme der durch 3 teilbaren bezeichnend, erhalten wir somit 
fiir die gesamte Freie magnetische Energie des Luftspaltes den Ausdruck 


oo sina ‘(y+ ee ‘, 
(3) K: (3)K WOkK— 177, fJ®@72 La pa\t ly a CEE a 
W SSA + >’ on =a eo 0 [ 1 ] a wq) » 1 (f)" Re p I 
"5 3 Pee Pm Rr oa. sp ee 
n Qt Ri (3) 


(276) 
sinn’m 2. \? (Beles (Baye? 

f Sea aoe ee ated 

+>’ y fr 


Beet ae 
cae \ wage) (Re) +(e, 


Definieren wir nunmehr die ,, Betriebskerninduktivitat® L®) der dreiphasig- 
symmetrisch gespeisten Standerwicklung durch die Relation 


2 5 9 1 3 Sel 
Wek — +L (Jet) t+Js()+J7(t)]= Tyee Be : (277) 
so liefert ihr Vergleich mit (276) die Formel 
y 2 / Re\e Ry \e 
sin 7 —— == |] Sr 
2 R 
L® = 7912 (309)? > “fh (2, = =f 

"OT ice es i) 

(278) 
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Im ersten Posten der rechter Hand auftretenden eckigen Klammer darf man wegen 
(101) den Grenziibergang (102) ausfiihren; sei tiberdies 


6=R,— Rf, < R,, (279) 
so gilt in hinreichender Genauigkeit 


sd ore Y ” (+ (zy 
Qt Ry rie fore, a (yee (280) 


ul Rs 
J ED ha a) 
ame via) 
Dagegen ist innerhalb der nach n’ fortschreitenden Reihe der Grenziibergang (102) 
durchaus unstatthaft: Ihre Konvergenz beruht gerade auf dem Verhalten des Quadrats 


2 


eed tole 
sin? 7 
mit wachsendem n’ bei endlichem Werte des Verhiiltnisses 5— . Da indes 
nN’ 1% —— 
27 
die analytische Summierung der Reihe auf Schwierigkeiten st68t, mu man sie in der 
Regel numerisch ausfiihren, sofern man sich nicht mit einer bloBen Abschatzung 


begniigen will. Das Resultat einer solchen Berechnung als bekannt voraussetzend, 


setzen wir 
: y ]2 (Re\n'b Ri \- 
co | sin 1’ ee —|= 
Sari "Or z) (= 


\ 


ys shia (z ne (ey? 
Reo ch 2T a Re 


wobei das Symbol o auf den 
Charakter der von ihm erfaBten 
Teilinduktivitat als Streuung 
des Standerkernes hinweisen 
mag; es steht uns frei, in diese 
Zahl auch die sogenannte 
Nutenstreuung einzuschlie- 
Ben. In der von (280) ange- 
zeigten Genauigkeit laBt sich 
dann (78) in die zusammen- 
fassende Gestalt 


[es 
6 
= Hy Mwah) | zs + | 
(282) 
bringen. 


Wir wenden uns nun zur 
Beschreibung desjenigen ma- 
gnetischen Feldes, welches von 
dem symmetrischen  Drei- 
Abb. 18. Orientierung im zusammengeschobenen Stirnraum phasensystem der Stréme Jap, 

Js und Jr in den _ beiden 
Stirnraumen der Maschine erregt wird. Im Anschlu8 an das Modell, welches wir 
der Berechnung des Windungskurzschlusses zugrunde gelegt haben, vereinigen wir 
die in Wahrheit durch den Kern raéumlich getrennten Stirnwicklungen zu einem konti- 
nuierlichen Stromband, welches in der Ebene z=0 deg rechtslaufigen Kartesischen 
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Bezugssystems x, y, z nach Abb. 18 den Streifen |a|< £6 bedeckt. Die Ebenen 
|x|—= 6 repriisentieren, wie friiher, die axialen Flanken der Maschine, welche als 
solche mit der ideellen, vollkommenen Permeabilitét ~~ co ausgestattet werden 
miissen; dagegen erscheint es hier gerechtfertigt, auf Grund der Abgeschlossenheit 
des Stromsystems in den vereinigten Stirnraumen sowohl deren periphere Begrenzung 
auBer acht zu lassen wie auch von dem Einflu8 des ferromagnetischen Kernes auf die 
Struktur des Stirnfeldes abzusehen. In Einklang mit diesen vereinfachenden Annahmen 
haben wir ein magnetisches Skalarpotential y= @ (x, y, z) aufzusuchen, welches 
im Raume || <6 mit Ausnahme des durchstrémten Gebietes der Ebene z=0 der 
Laplaceschen Gleichung unter den Randbedingungen 


p= 04ir r= +5 (283) 


geniigt. Um nunmehr die zusitzlichen Randbedingungen zu formulieren, welche dem 
Potential durch das Stromband aufgezwungen werden, erweitern wir dessen reales 
Existenzgebiet |x|< 46 formal zu dem vollen Streifen |x| < 6 der Ebene z=0, 
wobei die Gebiete $b<|x|<b tatsachlich stromfrei bleiben. Die beziehentlich 
achsenparallelen Komponenten A, und A, des genannten Streifens geniigen der Konti- 


nuitatsgleichung 


0A, 


Ox ag 


oy 
Wir verwandeln sie in eine Identitat, indem wir innerhalb des Streifens die skalare 
Durchflutungsfunktion 


iy (284) 


Dic Diary) (285) 


als ,eingepragte“ Struktur des Strombandes einfiihren, aus welcher jene Strombelags- 
komponenten durch die Operationsvorschrift 


Ay as (286) 
hervorgehen. Die Aussagen 


oe : se | = 43 Fae | so, =e (287) 


welche das Durchflutungsgesetz iiber den Sprung der magnetischen Feldstairke am 
Trager des Flachenstromes liefert, werden dann gleichzeitig durch die Unstetigkeit 


Pr=to—-Pc=-0 =D (288) 


des Potentials p befriedigt. 

Im Einklang mit der Kinematik (265) des dreiphasig-symmetrischen Strombelages 
im Standerkern der Maschine wahlen wir fiir die Durchflutungsfunktion der zusammen- 
geschobenen Stirnképfe den Ansatz 


3 e sina 5 — y 1 sin 5x 5 — P 
D=— 4 J® conn > —=* }, cos (01 2 y) 5 7 fs cos (w t-+52 y)-+ 
¢.—<—— 5 2% —— 
2T 27 
1 sin 7 25 — Ai 1 
+> —* fr eos(wt—7Z y) +... ; [al<—6 

Whe 
2t 
1 


(289) 
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Wir erweitern seine Giiltigkeit auf den gesamten Wertevorrat von x mittels der 
Fourierschen Reihe | 


eye Sh cos (2m +1) m5p (290) 
der Funktion re 
f (x)= cos a=; | x <b mod 26 
Ae) —= 0% 5b <|a|< +b mod 25 (291) 
f (2) =— cosa ; 25 <|e|< +b mod 26, 


so daf fiir die Koeffizienten 6,41 die Formel 


aw2m+i 
9 cos 5 5) 
M4 


Aa y-1 


Oona = (292) 


2 


resultiert; die folgende Tabelle enthalt ihre hiernach berechneten numerischen Werte. 


2m+1 Oom+1 


0,600 

0,360 

0,085 (293) 
— 0,040 
— 0,0234 
+ 0,0164 


arwrworol]s 
aS OW W Re 


— 


Zu der nunmehr fiir alle « und y durch 


3w 27 = 
D=—4J®) Bae COs (ot y) tae Doren cos (2m-+1) Ce (294) 


DE a m=0 


analytisch darstellbaren Durchflutungsfunktion zuriickkehrend, finden wir also mit 
Riicksicht auf die Randbedingung (288) im Verein mit der Forderung 


lim y > 0 (295) 


|z|— oo 


als Lésung der Laplaceschen Gleichung das Potential 


; v 
8in 7 — 


co —————_ 
1 3w ‘ oR MA au 2m-+1\? 7? 
== a pee) GD) AS uF ibs, 
Cee — iy cos(« t— = y) > 02m +1008 (2m + 1)a 55 e 2) | 2 IF — | 
Diz m=0 
1 sind 5 — Se 1c / 2m + 1\2 72 
LG Xv Bet lo & 
ts ie facos(wt—5 = y) S‘bansacos (2m + lage eV + >) 5 sg? 
Vo “ 


Qt m=0 
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Ks entwickelt in der Ebene z=0 die parallel der z-Achse weisende Induktions- 
komponente 


Bz 309 ~~) sin Lape oo : ; 
SS yaiaeeeae b a sa ctiaae! bl cos (wt — = y) 3 bem1 “V4 ( mS *) i; cos (2m +1) a55 — 
a ee 0 
. v 
1 sin 5% 5 < oR 2 
5 = fs cos(wt—5" y)> O2m +1 21/25 + ( 5) amy) ge 008 (2 +1) agg t.. 
5m 5 — m=0 
(297) 
so daB das vereinigte Stirnfeld je Polpaar die Freie magnetische Energie 
: v 2 SS 
i 3wq (3) \? oe 2m-+1\2 
W= 511, (4 ) 5 hi 9 De SGC Cte 
C—— m=0 
2T 
(298) 
5 v 2 = 
ae I / 2m-+1\2/7\2 
iG fi fs 2 2) danar |b? +( 9 )(§) Te . 
ar m=0 ‘ 


bindet. Man entnimmt dieser Gleichung die Betriebsinduktivitat L™ je Polpaar 
der vereinigten Stirnwicklungen 


S W 


Eg 


LS) = 


3 2m+1 7\2 
site 010 .g)F toa 
07 aes 2 ela ( 9 F) | (299) 
sin 5 a 5 3 
a8 Aes eee > * 35) al ais 
ae | 


Unter erneuter Berufung auf (101) und (102) diirfen wir im ersten Posten der eckigen 
Klammer den Sinus mit seinem Argument vertauschen. Setzen wir iiberdies abkiirzend 


co 


1 (=) = Foes fit (4 =) (300) 


und 


v 
* 2 2m+1 2 
po — 3 |—* | Som Pit HS (301) 
: Tt 
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so reduziert sich (299) aut 
3 
LS) = II, b (wa fy)? |m(F) +} ois0|. (302) 


Nach Zusammenfassung von (282) und (302) resultiert fiir die Betriebs indukt1- 
vitat L des dreiphasig-symmetrisch durchstromten Standers die Formel 


6 T 2 1 z | 
L=1 41 = 1,2 wah {t[s, + | +7 4[h(G)+ oI}. (303) 
Nun mibt 
OP = Of wt, (304) 


die Grundwellenamplitude des primaren magnetischen Induktionsflusses, welcher je 
Polpaar mit jeder der drei Phasenwicklungen verkettet ist. Mit Riicksicht auf (40) 
findet man somit fiir die Amplitude des dreipoligen DauerkurzschluBstromes die 
Angabe 


(3) 47 yw ae : 
ah “wg fi [3r ae Z . (305) 
roms Tig) tO 
Wir sind am Ziel: Der Vergleich von (252) mit (305) liefert die Relation 
are 4 o(K) 4 ope: |*($) ia o(s)] 
J1 ae 0) Be I b 
Olam te Piel eaa ates ae ACs a (306) 
pao 27 7 ay! at lees ») 


(Hingegangen am 25. September 1958) 


Berechnung der komplexen Wurzeln algebraischer Gleichungen 
als Erginzung der Methode von Graeffe 


Von QO. Fritscher, Wien 


Zusammenfassung: Mit der Methode von Graeffe kénnen die absoluten Betrage der Wurzeln 
algebraischer Gleichungen berechnet werden. Zur Bestimmung der Argumente komplexer Wurzeln 
ist ein Erganzungsverfahren notwendig. 

Das hier dargestellte Erganzungsverfahren ist — im Gegensatz zu den bisher gebrauchlichen 
Methoden — auch bei Vorliegen einer groBeren Zahl von Wurzeln gleichen Betrages uneingeschrankt 
anwendbar. Es beruht darauf, da’ zu jedem der mit der Graeffe-Methode gefundenen Wurzel- 
betrage zwei Gleichungen ftir eine geeignete Funktion des Arguments gebildet werden kénnen, 
die gleichzeitig erfillt sein missen. Aus ihrem gréften gemeinsamen Teiler werden dann die 
Argumente berechnet. ; 

Sind die Koeffizienten der gegebenen Gleichung samtlich reell, so fiihrt die Rechnung auf zwei 
reziproke Gleichungen, so da die Bestimmung des gemeinsamen Teilers stark abgekirzt werden 
kann. In etwas abgeanderter Form erméglicht das Verfahren auch die Auflésung von Gleichungen 
mit komplexen Koeffizienten. 

SchlieBlich wird noch gezeigt, wie die im Laufe der Rechnung eventuell auftretenden Rundungs- 
fehler berichtigt werden kénnen. 


Das im folgenden beschriebene Verfahren zur numerischen Auflésung algebraischer 
Gleichungen ist eine Ergianzung der Methode von Graeffe!, mit der bekanntlich die 
absoluten Betrage der Wurzeln ohne vorherige Kenntnis von Naherungswerten mit 
beliebiger Genauigkeit berechnet werden kénnen. Gleichzeitig wird auch die Anzahl 


1 R.Zurmithl: Praktische Mathematik, 2. Aufl. 1957, S. 62—79. 
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der Wurzeln von gleichem Betrage festgestellt, die wir in diesem Aufsatz zur Abkitrzung 
als Vielfaltigkeit der Wurzeln bezeichnen wollen. 

Kine Schwache des Graeffe-Verfahrens liegt aber in den Schwierigkeiten bei der 
Bestimmung der Argumente komplexer Wurzeln. Zwar wurden dafiir verschiedene 
Erganzungsverfahren entwickelt, unter anderen die Methode von Brodetsky-Smeal? 
und eine von Miroslav Fiedler angegebene Modifikation dieses Verfahrens*. Diese 
Methoden liefern im allgemeinen sehr gute Resultate, ihre Anwendbarkeit ist aber 
an Voraussetzungen gekniipft, die — bei Vorliegen von Wurzeln mit héherer Viel- 
faltigkeit als 2 — nicht immer erfiillt sind. 

Im Gegensatz dazu ist die hier angegebene Methode ausnahmslos immer anwend- 
bar, auch fiir Gleichungen mit komplexen Koeffizienten, und hat gegeniiber den ge- 
nannten Methoden den Vorzug, da die Durchrechnung eines zweiten, dem Graeffe- 
Verfahren ahnlichen Iterationsverfahrens nicht notwendig ist. 

Das Verfahren beruht auf der Tatsache, da komplex konjugierte Zahlen vom 
Betrage 1 zueinander reziprok sind. Mit Hilfe dieses Satzes und unter Beniitzung der 
durch das Graeffe-Verfahren gelieferten Wurzelbetrige kann man aus der gegebenen 
Gleichung eine zweite bilden, die mit ihr simtliche Wurzeln von einem bestimmten 
Betrage gemeinsam hat. Man berechnet dann mittels des Euklidischen Algorithmus, 
also durch ein rationales Rechenverfahren, den gré8ten gemeinsamen Teiler dieser 
beiden Gleichungen und kann daraus die Argumente der zugehérigen Wurzeln be- 
stimmen. 

Durch geeignete Umformungen und die Substitution neuer Unbekannten kann die 
Rechenarbeit erheblich abgekiirzt werden. Sind die Koeffizienten der gegebenen Glei- 
chung samtlich reell, so wird dadurch der Grad der Gleichungen, deren gemeinsamer 
Teiler zu bestimmen ist, auf die Halfte herabgesetzt. Hat die gegebene Gleichung aber 
- auch komplexe Koeffizienten, so kann wenigstens erreicht werden, daB der Algorithmus 
zwischen reellen Gleichungen ablauft. 

Ks soll nun der Gang der Rechnung fiir beide Falle gesondert beschrieben werden: 


I. Gleichungen mit reellen Koeffizienten 


Sind die Koeffizienten der Gleichung / (x)= 0 samtlich reell, so miissen alle Wur- 
zeln von der Vielfaltigkeit 1 reell sein. Ihr Vorzeichen kann durch versuchsweises Kin- 
setzen mittels des Horner-Schemas ermittelt werden. Gleichzeitig wird die Gleichung 
durch den zugehérigen linearen Teiler dividiert. Man erhalt so schlieBlich eine Glei- 
chung, deren Wurzeln mindestens zweifaltig sind. 

Es sei nun r der grote oder kleinste Betrag dieser Wurzeln. Wir ersetzen in 
der gegebenen Gleichung x durch 7 - w und erhalten so eine Gleichung g (wu) = 0, deren 
Wurzeln vom Betrage 1 zu bestimmen sind. 

Wir wollen zuniachst feststellen, ob f (x) reelle Wurzeln vom Betrage r hat, das heibt, 
ob g (w)=0 durch die Werte +1 oder —1 befriedigt wird. Das kann nur dann der 
Fall sein, wenn die Summen der Koeffizienten von g (w) mit geradem und ungeradem 
Index dem Betrage nach gleich sind. Falls dies zutrifft, dividieren wir g (w) durch die 
gefundenen Teiler w— 1 oder u + 1, nétigenfalls auch mehrmals, bis wir eine Gleichung 
erhalten, die reelle Wurzeln vom Betrage 1 nicht mehr besitzt. 

Da die Koeffizienten von g (w) reell sind, mu8 nach dem frither angegebenen Satz 


2 §. Brodetsky und G. Smeal: On Graeffe’s method for complex roots of algebraic equations. 
Proc. Cambr. Phil. Soe. Vol. 22, 8. 883—87 (1924). 

3 Miroslav Fiedler: Uber das Graeffesche Verfahren. Cechoslovakisches Mathematisches 
Journal 5, 80 (1955); Numerische Lésung algebraischer Gleichungen mit simtlichen Wurzeln 
von fast demselben absoluten Betrag. Aplikace Matematiky 1 (1956), Prag. 
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zu jedem u vom Betrage 1, das diese Gleichung befriedigt, auch die dazu reziproke 
GréBe der Gleichung geniigen. Diese Wurzeln miissen daher auch Wurzeln der Glei- 
chung g (wv) =0 sein, die aus g (w) hervorgeht, wenn man die Reihenfolge der Koeffi- 
zienten umkehrt. Andere Wurzeln aber kénnen die beiden Gleichungen nicht gemein- 
sam haben, da bei dem gewihlten Wert von r die Wurzeln der einen dem Betrage nach 
nicht kleiner, die der anderen nicht gréfer als 1 sind. 

Der gréBte gemeinsame Teiler von g (w) und g (w) ist auch groBter gemeinsamer 
Teiler der beiden reziproken Gleichungen: 


g, (u)=g (uw) +g (w)=0 und gs (u)=g (u)—g (u)=9. 


Ist der Grad der Funktion g, ungerade, so ist sie durch w-+ 1 teilbar. Die Funktion g, 
ist jedenfalls durch u—1 teilbar; ist sie von geradem Grad, dann auferdem durch 
u-+1. Da 1 und —1 nicht mehr zu den gemeinsamen Wurzeln von g, und g, gehdren, 
diirfen wir durch diese Teiler dividieren und erhalten so zwei reziproke Gleichungen 
von geradem Grade, in denen die von der Mitte gleich weit entfernten Koeffizienten 
auch dem Vorzeichen nach gleich sind. 

In diese Gleichungen substituieren wir nun in bekannter Weise die neue Unbe- 
kannte 


] 
US. 


und erhalten so zwei Gleichungen h, (v)=0 und h, (v)=0, wobei der Grad auf die 
Halfte herabgesetzt wird. Dann bestimmen wir den gréBten gemeinsamen Teiler h(v) 
dieser beiden Gleichungen und berechnen daraus v. 

Die Auflésung der Gleichung h(v) = 0 bereitet keine Schwierigkeiten, da ihre Wur- 
zeln samtlich reell sind. Sie ist tibrigens in den meisten Fallen linear. 

Jedem Wert von v entspricht ein komplexes Wurzelpaar bzw. ein quadratischer 
Teiler von f (x) von der Form: 

w—v-r- ater, 


Nach Division durch diese Teiler wird das Verfahren mit dem nachsten Wurzel- 
betrag wiederholt, bis alle Wurzeln gefunden sind. 

Sind nur mehr zwei Wurzelbetrage iibrig, von denen einer die Vielfaltigkeit 2 hat, 
so kann h (v) aus g, (uv) allein abgeleitet werden, so daf der Euklidische Algorithmus 
entfallt. 


II. Gleichungen mit komplexen Koeffizienten 


Wenn die Koeffizienten der gegebenen Gleichung nicht simtlich reell sind, kénnen 
die Argumente der Wurzeln in folgender Weise bestimmt werden: 

Ks seir der gréBte oder kleinste Betrag der Wurzeln. Wir fiihren in die Gleichung 
eine neue Unbekannte w ein nach der Formel: 


1+ wt 
1l—wi 


und erhalten so nach Multiplikation mit dem gemeinsamen Nenner eine Gleichung von 
der Form: 


n n 
g (w)= >) Dy Ck "Ope 7! (a hos 0, 
FOR 0 


wobei a; der Koeffizient von x/ in der gegebenen Gleichung ist. 


Die Koeffizienten c¢;,, bilden eine quadratische Matrix, die nach folgenden Regeln 
gebildet werden kann: 
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1. Fiir die Glieder der 0-ten Zeile gilt: 


Cok = (— 1) ; (7) : 

2. Die Glieder der 0-ten Kolonne ¢; sind saimtlich gleich 1. 

3. Die tibrigen Glieder der Matrix erhalt man der Reihe nach durch Addition des 
dariiberstehenden, des links danebenstehenden und des schief links dariiberstehenden 
Gliedes: 

Cj,k = C16 + Gk—1-+ G1, k-1- 
Zum Beweise beachte man, dak 


n 


G4 (wi)t= (14+ wi) - (1— wi) 
k=0 


ist. Fir 7=0 folgt daraus die erste Regel. Ferner ist: 


ee Or ype oe We 
k=0 k=0 


Durch Vergleichung der Koeffizienten gleich hoher Potenzen von (w7) folgen daraus 
die zweite und dritte Regel. 


Nach diesen Regeln erhalt man zum Beispiel fiir n = 6 die Matrix: 


—Gubnlb=—20:- 215% =-6 
—4 5 0 —5 4 —l1 
—2 —1 4 —l] —2 
—3 0 3 0 —l 
2 —l —4 —l1 2 
4 5 0 —5 —4 —Il 
GP 220" 15 6 1 


See Se eS ee 
Oo 


Die friiher angegebene Beziehung zwischen x und w stellt eine Abbildung des Kreises 
mit dem Radius r um den Nullpunkt auf die reelle Achse dar. Jedem x vom Betrage r 
entspricht daher ein reeller Wert von w und es ist 


P 
w=tan >, 


wobei » das Argument von w ist. Den reellen Werten +7 und —r von x entsprechen 
die Werte 0 und co von w. Alle x, deren Betrag nicht gleich r ist, werden auf komplexe 
Werte von w abgebildet. Da r nach Voraussetzung der groBte oder kleinste Betrag 
der Wurzeln von f (x) ist, liegen die iibrigen Wurzeln samtlich innerhalb oder saémtlich 
auBerhalb des Kreises mit dem Radius 7. Daher miissen die komplexen Wurzeln von 
g (w) alle auf derselben Seite der reellen Achse liegen. 

Die Gleichung g (w)=0 hat daher mit der zu ihr komplex konjugierten Gleichung 
nur die reellen Wurzeln gemeinsam. Der grote gemeinsame Teiler h (w) dieser beiden 
Gleichungen ist aber auch groBter gemeinsamer Teiler der Funktionen h, (w) und h, (w), 
die aus g (w) durch Zerlegung in den reellen und imaginaren Bestandteil hervorgehen. 
Wir bestimmen diesen gemeinsamen Teiler, berechnen daraus w und erhalten die zu- 
gehorigen Werte von x nach der Formel: 


1—w?+ 2wi 


=F ems 


Te, QO. Fritscher: 


Nach Division der gegebenen Gleichung durch die entsprechenden linearen 
Teiler wird das Verfahren fiir den nachsten Wurzelbetrag fortgesetzt, bis alle Wurzeln 


gefunden sind. 
Ill. Korrektur von Rundungsfehlern 


Bei der Bestimmung des gré8ten gemeinsamen Teilers kénnen infolge der unver- 
meidlichen Rundungen kleine Ungenauigkeiten auftreten, so daB der Algorithmus nicht 
genau aufgeht. Da aber nach den Ergebnissen des Graeffe-Verfahrens die Vielfaltig- 
keit einer jeden Wurzel und damit auch der Grad des gréBten gemeinsamen Teilers 
schon vorher bekannt ist, kann man die Rechnung abbrechen, sobald dieser Grad er- 
reicht ist, und erhilt so jedenfalls gute Naherungswerte fiir die Wurzeln, an denen bei 
der anschlieBenden Division der Gleichung durch die zugehorigen Teiler nach dem 
Horner-Schema die notwendigen Korrekturen vorgenommen werden kénnen. 

Unterscheiden sich die Betrage mehrerer Wurzeln sehr wenig voneinander, so 
mii®ten zur Erreichung der vorgeschriebenen Genauigkeit nicht nur sehr viele Schritte 
des Graeffe-Verfahrens durchgerechnet werden, sondern es kénnen sich auch Schwie- 
rigkeiten bei der Bestimmung der Argumente ergeben. In solchen Fallen ist es zweck- 
maBiger, das Graeffe-Verfahren schon friiher abzubrechen, so da diese Wurzeln zu 
einer gemeinsamen Vielfaltigkeit zusammengefaBbt bleiben. Fiir diese bestimmt man die 
Argumente und erhilt gute Naherungswerte als Ausgangspunkt fiir die Anwendung 
des Horner-Schemas. 

Sind mehrere Wurzeln selbst nahezu gleich, so ist das Horner-Schema fiir die 
Berechnung der Korrekturen wenig geeignet. Es empfiehlt sich dann, eine neue Un- 
bekannte y nach der Formel 


1 
Mie To ae 


einzufiihren, wobei 7) den mehrfachen Naiherungswert bedeutet, und die Gleichung mit 
der hier beschriebenen Modifikation des Graeffe-Verfahrens nach y aufzulésen, wobei 
aber nur die betraglich gréBten Werte von y von Interesse sind. 

Mit dem vorliegenden Verfahren kann somit die numerische Lésung aller algebrai- 
schen Gleichungen mit beliebiger Genauigkeit durchgefiihrt werden. Die Methode 
erscheint auch fiir die Verwendung in programmgesteuerten Rechenanlagen geeignet, 
zumal da in keiner Phase des Rechnungsganges eine schitzungsweise Annahme von 
Naherungswerten erforderlich ist. 

Ks folgen noch einige Rechenbespiele zur Erliuterung des Verfahrens._ 


Berspiol 1. 
f (v7) = 28+ 5 wt—7 w*?-—- 1624+ 27=0 


Das Graeffe-Verfahren ergibt nach 6 Schritten je zwei Wurzeln mit den 
Betragen: 


2,60277 1,62557 und  1,22812 
Krsetzen wir a durch 2,60277-u, so erhalten wir die Gleichung g (uw) =0 
mit den Koeffizienten: 


g (wu) = 310,890 0, 229,461 0, 47,4291. =a 644 og. 
Reelle Wurzeln vom Betrag 1 sind nicht vorhanden. Wir bilden nun: 
gy (uw) = 337,890 —41,644 182,040 0, 182,040 —41,644 337,890 


—1013,670 +83,288 
hy (v) = 337,890 —41,644 — 831,630 83,288 


ee 
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Jz (u) = 283,890 41,644 276,882 0, 276,882 —41,644 —283,890 
+ 283,890 +41,644 +560,772 441,644 +283,890 
283,890 41,644 560,772 41,644 283,890 


— 567,780 
h, (v) = 283,890 41,644 — 7,008 oder normiert: 
ie 0,14669 — 0,024686 


Wir bestimmen nun den gréBten gemeinsamen Teiler von h, (v) und fh, (v): 
(+337,890 —41,644 —831,630 +83,288): (+1 +0,14669 —0,024686)— 

+ 337,890 +49,565 + 8,341 =( +337,890 —91,209) 
—91,209 —823,289 483,288 

91,209 + 13,3879 + 2,252 


—809,910 + 81,036 


| 


Daraus folgt: v= -+ 0,100056 
und als erster Teiler von f (x): 


a? — 0,26042 - x + 6,77438 


Die Division von f (x) durch diesen Teiler liefert als Quotienten: 
fy (x) = x4 +0,26042 - x3 —1,70654- a? —2,20858- x +3,98560 

Ersetzt man darin x durch 1,62557- w, so erhailt man eine Gleichung fiir uw 
mit den Koeffizienten: 
6,98282 1,11866 —4,50955 —3,59020 3,98560 
Auch diese Gleichung hat keine reellen Wurzeln vom Betrage 1. Fiir die 
Berechnung von v benotigen wir jetzt nur g, (wv): 
2.99722 4,70886 0, —4,70886 —2,99722 

2,99722 4,70886 2,99722 
2.99722 4,70886 2,99722 
Daraus folgt: v= —1,57107 
und als zweiter Teiler von f (x): 

v2 1 2.55390 - «+ 2,64251 

Die Division von f, (a) durch diesen Teiler liefert den dritten Teiler: 

+ g2?— 2.29348 - w+ 1,50827 


Beispiel 2. 
f (wz) =2° — 2 «+ 11 at — 15 23 + 46 2? — 35 2+ 50=—0 
Das Graeffe-Verfahren zeigt nach 6 Schritten, da diese Gleichung 


vier Wurzeln vom Betrage 2,23607 und 
zwei Wurzeln vom Betrage 1,41421 hat. 


Ersetzen wir x durch 2,23607 - w, so erhalten wir die Gleichung g (w) =0 mit 
den Koeffizienten : 


g (w) = 125, —111,8035 275, —167,7053 230, —78,2625 50, 


Reelle Wurzeln vom Betrage 1 sind nicht vorhanden. Fiir die Bestimmung 
von v benétigen wir nur g, (2): 
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75, 33,641 
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AGE BOD 
Rey ieee hit 

120, —33,541 
—150, 


76, 33,541 — 90, 


oder 


— 45, 


38 54176, 


120;\-=33'5406-2 75, 


75, 


75 + v?— 33,541 -v—30=0 


Daraus folgt: 


Uh 


0,894425 
0, = —0,447215 


Die Teiler lauten also: 


x?—2a4-+5 


und 


2.23607 - v,=2 
2,23607 + v,=—1 


e+a+5 


Die Division von f(a) durch diese Teiler ergibt den dritten Teiler: 


Beispiel 3. 


vt—_axt+2 


a4 + (3—13 4) a3— (32+ 19 4) a+ (44904) e+ (120+ 501) =0 
Das Graeffe-Verfahren ergibt nach 3 Schritten je zwei Wurzeln mit den Betragen: 


8,06233 


und 


1,41421 


Zuerst sollen die zu dem Betrag 8,06233 gehérigen Wurzeln bestimmt werden. Zur 
Berechnung von g (w) dient folgende Tabelle: 


j 


PWD ke © 


Daraus ergeben sich folgende Koeffizienten von h, (w) [reelle Teile 


av 


+ 120, 
+ 354,743 
— 2080, 
+ 1572,15 


+ 650, D 
— 725,610% 
— 1235, 4 
—6812,65 7 


+4225, 


ten von g (w)|: 


0 


| 1 


Ll a) 


wi (wi)? 

—4 6 

= 0 
0 —2 
2 0 
4 6 


(wt)? (wi)* 
—4 1 

2 —1 

0 1 
—2 —1 

4 1 


der Koeffizien- 


w* ws w? Ww 1 
+ 120, — 200, — 720, + 200, + 120, 
— 354,74 — 1451,22 0, — 1451,22 + 354,74 
— 2080, 0, — 4160, 0, — 2080, 
— 1572,15 + 13625,30 0, + 13625,30 + 1572,15 
+4225, 0, — 25350, 0, +4225, 
4 338,11 +11974,08 — 30230, | + 12374,08 +4191,89 


und folgende Koeffizienten von h, (w) [imaginiire Teile der Koeffizienten von g (w)]: 


wt ws w w 1 
oS ee ee ee 

nar 50: + 480, — 300, = 480. EO: 
+ 725,61 - 709,49 0, — 709,49 — 725,61 
— 1235, 0, — 2470, 0, — 1235, 
+ 6812,65 + 3144,30 0, + 3144,30 — 6812,65 

0, — 16900, 0, + 16900, 0, 
+ 6353,26 — 13985,19 — 2770, +18854,81 — 8723,26 
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~1 
Or 


Euklidischer Algorithmus: 


+ 338,11 +11974,08 —30230,  +12374,08 +4191,89 (+0,05322) 
+ 338,11 F 744,29 + 147,42 + 1003,45 = 464,25 
a ee B08 20 


+12718,37 —30082,58 +11370,63 --4656,14 


+6353,26 —13985,19 — 2770, +18854,81 —8723,26 (--0,499535) 
+ 6353,26 =15027,30 + 5680,03 + 2325,90 


+ 1042,11 — 8450,03 +16528,91 —8723,26 (--0,081939) 
+ 1042,11 = 2464,94 £ 931,70 + 381,52 


— 5985,09 +15597,21 —9104,78 


Der gréBte gemeinsame Teiler lautet also: 


5985,09 - w?— 15597,21 - w+ 9104,78 
und hat die Wurzeln 
w, = 1,72322 und w,= 0,88279 


Daraus folgt nach der im Text angegebenen Formel (mit einer Genauigkeit von 3 Dezi- 
malstellen) : 


M=—44+71 w=14 81 


Dividiert man f (#) durch die Teiler (+ 4—7 7) und (x—1—8 2), so erhalt man die 
quadratische Gleichung 
vt2ie2—2=0, 


deren Auflésung die restlichen Wurzeln: 


X3=1—71 und 4,=—1—1 
ergibt. 
(Hingegangen am 2. Oktober 1959) 
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Flichentragwerke. Einfiithrung in die Elastostatik der Scheiben, Platten, Schalen und Faltwerke. 
Von K.Girkmann. Finfte, verbesserte und vermehrte Auflage. Mit 318 Textabbildungen, 
XXXI, 632 Seiten. Wien: Springer-Verlag. 1959. Ganzleinen S$ 432.—, DM 72.—, sfr. 73.70, 
$17.15, £ 6/2/6. 

In den 13 Jahren seit dem Erscheinen der ersten Auflage sind die ,,Flichentragwerke‘‘ zim 
unentbehrlichen Handbuch des» Platten- und Schalenstatikers geworden. Die vorliegende finfte 
Auflage konnte noch knapp vor dem Tode Prof. Girkmanns abgeschlossen werden. Sie fihrt noch 
einmal deutlich die wesentlichen Vorziige der Girkmannschen Darstellungsweise vor Augen: 
Ubersichtliche Ordnung und einheitliche Zusammenfassung des Materials, konsequente Be- 
schrinkung des mathematischen Apparates auf die Methode der Fourier-Entwicklung, Bereit- 
stellung der Lésungen in einer Form, welche die sofortige zahlenmafige Auswertung gestattet. 
Es waren ja gerade diese Vorziige, die wesentlich mit zur grofen Verbreitung des Buches bei- 
getragen haben. GewiB gibt es heute schon eine Reihe ausgezeichneter Darstellungen des Gebietes ; 
keine kommt aber so sehr den Bediirfnissen des praktisch tiitigen Ingenieurs entgegen, der sich 
nicht mit einigen allgemeinen Ansitzen zufriedengeben kann, sondern bis zum numerischen 
Resultat vordringen muB. 

Die gegeniiber der vierten Auflage vorgenommenen Erweiterungen bestehen aus einem an 
den Anfang des Buches gestellten ergiinzenden Kommentar zur einschlagigen Literatur sowie 
aus einem Anhang, der eine ausfiihrliche Darstellung der Reissnerschen Plattentheorie — auf 
orthotrope Platten verallgemeinert — enthalt. 

Das Buch wird noch auf viele Jahre hinaus das Standardwerk fiir den entwerfenden Ingenieur 


bleiben. H. Parkus, Wien 
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Hochspannungstechnik. Von A. Roth. Vierte, vollstindig neubearbeitete und vermehrte Auflage. 
Herausgegeben unter Mitwirkung von G. de Senarclens und J. Amsler. Mit 735 Abb. im Text 
sowie 95 Zahlentafeln, IX, 756 S. Wien: Springer-Verlag. 1959. Ganzleinen 8 990.—, DM 163.—, 
sit; 16925 G030.—, <. 14/20. 

Die Hochspannungstechnik ist zu einer Disziplin gréBter Bedeutung und raschester Entwick- 
lung geworden. Energieiibertragung auf groke Entfernungen, Atomphysik und eine Reihe wei- 
terer Gebiete, wie Réntgen- oder Entstaubungsanlagen, erfordern hohe und héchste Spannungen. 
Entsprechend der Bedeutung der Hochspannungstechnik und der Breite ihrer Anwendung ist die 
Anzahl der laufend in Zeitschriften und anderer Literatur erscheinenden Untersuchungen und 
Berichte eine groke, so da schon bloSes Schritthalten einen erheblichen Zeit- und Arbeitsaufwand 
erfordert. Ein handlicher Band, der alles Wesentliche und ausfihrliche, weitere Quellen erschlie- 
Bende Literaturangaben enthalt, stellt daher eine willkommene Hilfe dar. 

Das vorliegende Buch erscheint nunmehr in der vierten Auflage, die gegeniiber der dritten des 
Jahres 1950 weniger dem Umfange — 756 gegen 704 Seiten — als dem Inhalt nach betrachtliche, 
durch den Fortschritt bedingte Veriinderungen aufweist. Das ununterbrochene rasche Anwachsen 
des zu beriicksichtigenden Wissensstoffes hat ferner zur Folge, daB ein Einzelner das Gesamtgebiet 
der Hochspannungstechnik kaum mehr zu bewiiltigen vermag. So haben zu diesem Bande aufer 
dem Autor und den bei der Herausgabe Mitwirkenden noch eine Reihe weiterer Fachleute und 
Firmen beigetragen, so daf der Inhalt, ein Zeichen der Zeit, bis zu einem gewissen Grade als Team- 
Arbeit angesprochen werden kann. 

Das 1. Kapitel behandelt die allgemeinen Gesetze des elektrischen Feldes; es ist dies derjenige 
Teil des Buches, der Verinderungen naturgema8 am wenigsten unterliegt. Dai auf 42 Seiten keine 
erschopfende, in die Tiefe gehende Darstellung gebracht werden kann, ist selbstverstdndlich; 
doch wird alles Erforderliche in einer sehr klaren Weise angegeben. Fiir die ausdriicklichen Angaben 
liber die in die Formeln einzusetzenden Mafeinheiten wird jeder Nachschlagende Dank wissen. 

Materialfragen, heute iiberhaupt ein Gebiet intensivster Forschung, spielen auch in der Hoch- 
spannungstechnik eine wesentliche, mitunter entscheidende Rolle. Die Kapitel II bis VI behan- 
deln das Verhalten der festen, flissigen und gasformigen Stoffe im Hochspannungsfeld. Aus der 
Fiille der vorhandenen Isolierstoffe verschiedener Arten jeweils den geeignetsten zu wahlen, bildet 
hiufig ein keineswegs einfaches Problem. Eine Vollstindigkeit anstrebende Aufzihlung und Cha- 
rakterisierung aller verfiigbaren Materialien kann fiir ein Handbuch aus Raummangel nicht in 
Betracht kommen. Der vorliegende Band beschrankt sich auf kurze, das Wesentliche erfassende 
Angaben tiber die hauptsichlichsten in der Hochspannungstechnik verwendeten Isolierstoffe. 
Auf den Inhalt dieser 280 Seiten einzugehen, ist hier nicht méglich; es sei nur bemerkt, daf sie 
gedrangte, trotzdem inhaltsreiche Angaben iiber eine kaum mehr tibersehbare Fille von Materialien 
und ihr Verhalten bringen. 

Kapitel VII ist den elektromagnetischen Schwingungs- und Stofvorgiingen gewidmet; ein 
Gebiet, auf welchem eine umfangreiche Theorie besteht. Der Umfang des Kapitels von 62 Seiten 
gestattet nur einen Auszug in Form eines Berichtes iber die wichtigsten Vorginge. 

Kapitel X befaBt sich mit dem Lichtbogen in Luft und unter Ol. Die restlichen fiinf Kapitel 
ziehen gewissermafien die praktischen SchluBfolgerungen aus dem bisherigen fiir die Hochspan- 
nungsanlagen und Priffelder. Das Literaturverzeichnis umfaBt 39 Seiten; ein Sachverzeichnis 
beschlieBt den Band. 

Angesichts des Umstandes, dai} in diesem Bande eine gewaltige Fiille des Wissens um Hoch- 
spannungsfragen enthalten ist, eriibrigt es sich, auf diese oder jene der ungezihlten Einzelheiten 
einzugehen. Zusammenfassend darf bemerkt werden, da dieser Band den Charakter eines Stan- 
dardwerkes auf dem Gebiete der Hochspannungstechnik besitzt, das allen an dieser Interessierten 
zuverlissige Angaben bietet, die durch das umfangreiche Literaturverzeichnis in wertvoller Weise 
erganzt werden. Zur Befriedigung iiber das Vorliegen eines solchen Werkes und zum Dank an den 
Autor gesellt sich allerdings das Bedauern dariiber, daB Biicher tiber in rasanter Entwicklung 
begriffene Disziplinen unausweichlich bald nicht mehr den letzten Stand der Dinge darstellen 
k6énnen. 

Da, allgemein gesprochen, eine verhiltnismaifig rasche Folge von Neuauflagen oft nicht méglich 

ist, konnte vielleicht an die Herausgabe von Ergiinzungsbinden gedacht werden, wie es bei den vom 

gleichen Schicksal betroffenen groBen Lexika meist der Fall ist. L. Kneissler, Wien 


Higentimer, Herausgeber und Verleger: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verant- 


wortlich: Prof. Dr. H. Parkus, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 13. — Druck: Steyrermiihl, Wien VI, 
GumpendorferstraBe 40 —44, 


Bay a i _ SPRINGER-VERLAG IN WIEN 


Im Tuni 1960 erscheint: 


‘Bibliographie der gerbereichemischen und lederfechnischen Literatur 


1700—1956. Von Prof. Ing. J. A. Sagoschen, Fachvorstand der Abteilung fir Gerbereichemie 
und Ledertechnik an der Bundeslehr- und Versuchsanstalt fiir chemische Industrie und Ge- 
werbe, Leiter der Versuchsanstalt fiir Lederindustrie, Wien. Unter Mitarbeit von Dr. P. Stadler, 
Max- Planck- Institut fir Eiwei8- und Lederforschung, Miinchen. (Vorstand: Prof. Dr. W. 
_ Grafmann). XIX, 1342 Seiten. Gr.-8°. 1960. (Handbuch der Gerbereichemie und Leder- 
eo: ss Herausgegeben. von W.Grafmann. Redigiert von J. Trupke, Band IV.) 


Ganzleinen § 4320.—, DM 720.—, sfr. 737.20, $ 171.40 
Vorbestelipreis, giiltig bis 30. Tumi 1960: Ganzleinen S 3840.—, , DM 640.—, sfr. 655.30, $ 152.35 


Als Ergebnis einer mehr als dreiBigjahrigen Arbeit liegt nunmehr diese erst- und einmalige Bibliographie vor. Sie um- 
faBt unter Verarbeitung von mehreren ‘tausend Buchpublikationen und Zeitschriftenjahrgingen das gesamte deutsch- 
- sprachige | Fachschrifttum der Originalarbeiten und die wichtigsten Referate tiber einschlagige fremdsprachige Arbeiten 
in deutschsprachigen Zeitschriften aus den Jahren 1700 bis 1956. AuBerdem wurden auf Anregung des Herausgebers, 
 Herrn Professor Dr. W.Grafmanns, die wichtigsten fremdsprachigen Arbeiten der Kriegs- und Nachkriegsjahre, 
be deren Referierung in den deutschsprachigen Zeitschriften aus zeitbedingten Griinden nicht méglich gewesen war, 


_ Miinchen (Vorstand: Prof. Dr. W.GraBmann) bearbeitet. 
4 x Die Sammlung des Materials wurde im Jahre 1924 begonnen und, aufbauend auf der Bibliothek des deutschen Leder- 
institutes in Freiberg/ Sa. (Direktor: Prof. Dr. F.. Stather) sowie jener der Versuchsanstalt fiir Lederindustrie in Wien 
in dreiBigjahriger emsiger Arbeit bis zum Jahre 1955, mit dem sie in sich er ecech logon wurde, fortgefihrt. Die Jahre 


“a 1956" und aoe wae mit den -wichtigsten Arbeiten nachgetragen. : 


ied ~ se 5 “f ; 


nae 


Jandbuch der mikrochemischen Methoden. Heransgegeben von F. Hecht, Wien, 
_ und M. K. Zacherl, ves ‘Eo: ma = 


v or kurzem erschien: Be a Gee 


Band i. Teil 32 Waagen und Geriite zur ‘mioteanischon Mikro- Gewichtsanalyse: Waagen 
und Wiigung. Von A. A. Benedetti-Pichler, New York. — Gerite zur anorganischen Mikro- 
-Gewichtsanalyse. Von aeearlen Hecht, Wien. Mit 191 Textabbildungen. IV, 307 Seiten. 


-Gr.-8°. 1959. : E Ganzleinen S 480.—, DM 80.—, sfr. 81.90, $ 19. 05 
Bei Verpflichtung zur Abnahme des gesamten Handbuches Subshriptionspres 
ee a ; Ganzleinen S$ 384.— 7M 64. .—, Sfr. 65.50, $ 15.25 
ai - Waagen und Wiigung 


Die Rinleitung gibt eine systematische Behandlung der Fehlerquellen, die bei Wigungen ganz allgemein beachtet 
werden miissen und die im Beobachter, in der Umgebung und in den verwendeten Taren und Gewichten ihren Ursprung 
haben. Das Kapitel Prizisionshebelwaagen wendet sich an die Benutzer gleicharmiger Hebelwaagen fiir hohe Belastung 
ebenso wie an die Benutzer von Analysenwaagen, Probierwaagen und mikrochemischen Waagen. Der Abschnitt 
iiber die meist aus ‘Quarzgilas hergestellten, hochempfindlichen Mikrowaagen (10—° bis 10—*) ist in drei Teile gegliedert, 
die das Arbeiten mit Quarzglas und den Bau von Waagen, Funktion und Konstruktionsprinzipien der verschiedenen 
Bike get und die Wagungsprinzipien und entsprechenden Arten_ yon Mikrowaagen kritisch behandeln. 

: % Gerii ite zur anorganischen Mikro- Gewichtsanalyse 
mdi Girar. yon F. Hecht beschreibt die Geriite, die zur Ausfiihrung mikrogravimetrischer Methoden gehéren und in 
- den letzten Jahrzehnten an verschiedenen Stellen angegeben worden sind, sowie ihre Anwendung fiir die Grund- 
© eeakionee der mikrogravimetrischen Arbeitstechnik. Nicht miteingeschlossen sind die Geriite fiir die Mikroelektrolyse, 
da diese Verfahren an anderer Stelle des Handbuches behandelt werden sollen. Die einzelnen mikrogravimetrischen 
. Bestimmungsverfahren fir die verschiedenen Elemente und Ionen sind einem gesonderten Band vorbehalten. 


Die Warsiscersrachtind der staatlichen Eisenbahnen. Von Dkfm. Dr. Eduard 


Schaffer, Wien. 126 Seiten. 8°. 1958. 
, Steif geheftet S 90.—, DM 15.—, sfr. 15.40, $ 3.55 


- Das Institut fiir Transportwirtschaft an "det Hochschule fiir Welthandel in Wien hat die Aufgabe, vom betriebs- 
 wirtschaftlichen Standpunkt die Fragen des modernen Verkehrswesens zu erforschen und legt die Arbeitsergebnisse 

in Einzelpublikationen der Offentlichkeit vor. Im Zuge der Betrebungen um eine Verkehrskoordination ist die Frage 

der Vermégensrechnung der staatlichen Eisenbahnen von ausschlaggebender Bedeutung. Der Verfasser nimmt in 
realistischer Weise zum Problem der Abgrenzung des Bahnvermégens innerhalb des Vermégensverbandes des Staates 

" Stellung und setzt sich mit dessen rechnungsmaBiger Darstellung im kameralen Rechnungssystem auseinander. 
‘S In der Arbeit wird die Interdependenz yor Erhaltung, Erneuerung und Erweiterung deutlich nachgewiesen. Durch 
die eingehende Behandlung der einzelnen Problemkreise wird eine Liicke in der transportwirtschaftlichen Literatur 


geschlossen. 
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os. ~-aufgenommen. Diese Zitate wurden durch Herrn Dr. P. Stadler, Max- Planck-Institut fir E KiweiB- und Lederforschung, — 
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_ original papers and form a condensation of several of his papers on the subject. Part VI deseribes 


X, 188 pages. 4°. 1960. Full cloth § 312.—, DM 52.—, s 
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The reader who is somewhat acquainted with the field of compressib 


le fluid flow hears much 


about Stefan Bergman’s method of integral operators. It took many years for him to develop i a 
this method which is based primarily on the theory of analytic functions and particularly on the — ets 
theory of functions of two complex variables. The method, as a whole, is scattered throughout 


many papers in mathematical journals, and as a matter of fact, in its present state, is accessible —__ 
only to those who are fully acquainted with mathematical literature. In one of their papers, ei 
Professor R. von Mises and M. Schiffer greatly simplified the method in the subsonic case. The — ae 
purpose of the present work is to represent the method in all its variations in such a way that ¢ 


‘a theoretical engineer or an applied aerodynamicist can use it in practical applications... The 
- first two parts of the work deal with the subsonic case. In these sections the author followed __ 


mostly the paper of von Mises and Schiffer. Part III contains the supersonic flow. Part IV the 
transonic flow and Part V the axially symmetric flow. These sections are based on Bergman’s — 


a review of other methods available in the theory of compressible fluid flow. The subsequent 
parts contain: Part VIII, a review of tables in Bergman’s method; Part IX, concluding remarks; 
Part X, a list of tables; Part XI, examples; and Part XII, errata in previous papers. Part XIII ~ 
contains generalization to diabatic flow, Part XIV three-dimensional flow and Part XV py. =a 
P. Davis and P. Rabinowitz from U.S. National Bureau contains some computations of subsonic — Te 
fluid flows by Bergman’s method integral operators carried out on the U.S, National Bureau of 
Standards Eastern Automatic Computer (SEAC), Washington, D.C. ag ee 7. om 


singularities which play so important a role in all hodograph transformations. Part VII contains 


a 
s 


= we ~ 
- 4 ~ ——— 


Versuchen, eine derartige Theorie von verschiedenen Seiten in Angriff zu nehmen: Die ,,Okono- — 

metrie“ geht in analoger Richtung wie die exakten Naturwissenschaften vor, indem sie versucht,  _ 
von den Erscheinungen induktiv auf die Gesetze des Wirtschaftens zu schlieBen (wie der Autor  __ 
einleitend ausfihrt, kann dieser Methode nicht der gleiche Erfolg beschieden sein wie in den Natur- — * 
wissenschaften, da in der Wirtschaft keine Versuche mit Variation von nur wenigen Gréfen _ 
angestellt werden koénnen); rein mathematische Theorien stellen Axiomensysteme auf — eine 
Arbeit, die erst wertvoll wird, sobald man weif, welche Axiomensysteme der theoretischen National- —__ 
dkonomie adiquat sind — ; die Wiener Schule schlieflich zeigte den Weg baw. den Ausgangspunkt, __ 
wie der Autor im ersten Abschnitt darlegt. ai i . ac 


Die unmittelbar evidenten Grundtatsachen des menschlichen Verhaltens werden als Grundlage — 
der ganzen Theorie analysiert, und zwar wesentlich tiefer schiirfend als von den Begriindern und ~~ 
Nachfahren der Wiener und der Lausanner Schule. Davon ausgehend wird der Ablauf der Wirt- __ 
schaft unter Verwendung einer méglichst einfachen Mathematik untersucht, wobei die unvermeid- 
lichen idealisierenden Voraussetzungen in vieler Hinsicht weniger einschrankend sind als etwa Soe 
bei der Lausanner Schule und ihren Nachfahren. Fir eine Weiterentwicklung der Theorie unter __ 
schrittweiser Aufhebung dieser idealisierenden Voraussetzungen bildet eine Arbeit wie die vor-— 
liegende die unentbehrliche Grundlage, da nur so die begrifflichen Zusammenhiinge erstmals — 
geklart und angemessene wirtschaftliche Begriffe exakt definiert werden kénnen. 4 $ 
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